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Vorrede. 



ich machte vor einiger Zeit die Bemerkung, dass zuweilen 
Grenzbedingungen, wie sie sonst der Form und dem Inhalt 
nach genügen, um das Integral einer partiellen Differentialglei- 
chung zu bestimmen , es gleichwohl vollkommen unbestimmt 
lassen. 

In der mathematischen Literatur suchte ich vergeblich 
nach einer Erklärung oder auch nur einer Erwähnung dieser 
eigenthttmlichen Erscheinung. 

Ich sah mich daher auf eigenes Nachdenken angewiesen, 
und verstand sie bald bei den partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung, auch gelang es mir, sie bei denen höherer 
Ordnung auf allgemeine Gesetze zurückzuführen. Allein gerade 
hier stellte sich die innigste Beziehung heraus zwischen der 
angedeuteten Frage und dem Fundamentalproblem der Theorie 
der partiellen Differentialgleichungen, nämlich diesem : in wel- 
cher Art die Integrale ihre willkürlichen Bestandtheile enthalten. 
So wurde das nahe Ziel, welches ich mir bei der Untersuchung 
gesteckt, durch neue immer entferntere, nunmehr vielleicht 
unerreichbare ersetzt , ja die Richtung der Untersuchung ver- 
schob sich dergestalt, dass manches eine grosse Wichtigkeit 
gewann, was früher als unwesentlich erschien, und anfäng- 
lich mit Vorliebe Durchforschtes als bedeutungslos verworfen 
wurde. 

Das vorliegende Heft enthält unter dem Titel »Die Theorie 
der Charakteristiken« eine erste Mittheilung aus meinen Unter- 
suchungen. Man wird darin die Interpretation der partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung und ihrer Integrale , so 
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wie allgemeine Lehrsätze über die Charakteristiken der par- 
tiellen DiflTerentialgleichungen höherer Ordnung finden. 

Um den Leser mit meinem Standpunkt bekannt zu machen, 
folgt hier eine kurze Darstellung der leitenden Gedanken und 
der Ergebnisse des gegenwärtigen Hefts. 

Betrachten wir das Problem der bestimmten Integration 
gewöhnlicher sowohl wie partieller DiflTerentialgleichungen. 
Man pflegt dieses Problem als ein doppeltes anzusehen. Es 
handelt sich darum , erstens die primitive Gleichung (im Sinne 
von Lagrange) zu finden, und zweitens sind deren willkürliche 
Bestandtheile gemäss den neben den DiflTerentialgleichungen 
gegebenen Bedingungen: Anfangszuständen, Grenzbedingun- 
gen, u. s. f. zu bestimmen. 

Bei den gewöhnlichen Differentialgleichungen 
tritt an Schwierigkeit und Wichtigkeit der zweite Theil des 
Problems gegen den ersten beträchtlich zurück. Die Integrale 
dieser Dififerentialgleichungen sind entweder durch die bekann- 
ten analytischen Funktionen in endlicher Form ausdrückbar — 
was der seltenere Fall ist — oder die DiflTerentialgleichungen 
dienen zur Definition neuer analytischer Abhängigkeiten, und 
dann handelt es sich hauptsächlich um deren präcise Definition 
und Klassifikation , mit einem Wort , hier handelt es sich um 
die Hauptaufgabe der Integralrechnung. Dagegen sind die will- 
kürlichen Elemente des Integrals lediglich in der primitiven 
Gleichung enthaltene Parameter, welche in der Regel vermöge 
einer Eliminationsrechnung ihre Bestimmung finden. 

Ganz anders verhält es sich mit den partiellen Diffe- 
rentialgleichungen. 

Zwar bei den partiellen DiflTerentialgleichungen erstefr Ord- 
nung mit drei Yariabeln läuft der zweite Theil des Integrations- 
problems im Allgemeinen ebenfalls auf eine Elimination hitiaus. 
Auch ist keine Verallgemeinerung der bei der Betrachtung die-^ 
ser Gleichungen gewonnenen Resultate auf die partielien Diffe- 
rentialgleichungen zweiter und höherer Ordnung möglich. Das 
Problem, beide Klassen von Gleichungen zu iategriren, ist viel- 
mehr ein prinzipiell verschiedenes. So glaube ich denn auch, 
dass von den partiellen Differentialgleichungen zweiter Ord- 
nung an die bezeichnete Spaltung des Integrationsproblems 
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überhaupt kaum mehr zulässig ist, wemgstens nicht ohne dass 
gewisse vorbereitende Untersuchungen angestellt würden, die, 
selbst sehr schwieriger Natur, eine solche Spaltung erst er- 
möglichen müssen. 

Wenn mau sich unter dem allgemeinen Integral den »ana- 
lytischen Ort« sdmmtlicher partikulären Integrale vorstellt, so 
bin ich der Ansicht, dass ein solcher, allgemein zu reden, nicht 
existirt. Allerdings lassen stets allgemeine Integrale zu unter 
andern die reinlineären Differentialgleichungen , d. h. diejeni- 
gen, welche in Bezug auf die abhängige Variabele und deren 
Differentialquotienten linear zusammengesetzt sind. Dagegen 
giebt es ganze Familien von partiellen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung, die zwei coordinirte Klassen von Integralen mit 
s^hr umfassender Form haben, aber von solcher Beschaffenheit, 
dass die Integrale der einen Klasse nicht in der anderen Klasse 
enthalten sind, und dass keine Form des Integrals denkbar ist, 
die beide Klassen umfasste. Wenn nun die partikularen Integrale 
einer partiellen Differentialgleichung je nach der Form dieser 
Gleichung mehr oder weniger auf einander nicht zurückführ- 
bare analytische Oerter haben , so ist die Aufgabe , eine par- 
tielle Differentialgleichung unabhängig von jeder Grenzbedin- 
gung allgemein aufzulösen, mindestens ein problema mdeter- 
minatum im Sinne der alten Mathematiker (als ob man z.B. i^die 
Wurzel« einer Gleichung dritten Grades verlangte), wenn sie 
nicht gar ein problema absurdum ist. Denn es wäre , scheint es 
mir, vollends sinnlos, alle diese Oerter aufsuchen zu wollen, 
bevor man über ihre Zahl, den Umfang der einzelnen und aller- 
lei andere Dinge nicht vollkommen unterrichtet ist. 

Was dann den zweiten Theil des Problems , den Ueber- 
gang vom unbestimmten zu einem bestimmten Integral betrifiOb, 
so ist die Ermittelung eines allgemeinen Integrals erfahrungs- 
geinäss häufig die leichtere Aufgabe, während jener Uebergang 
sehr erbebliche Schwierigkeiten darbietet. Und ist er für eine 
Klasse vou Grenzbedingungen geleistet , so braucht er es des- 
halb noch für keine andere zu sein. Uebrigens erfüllt ein all- 
gemeines Integral immer von selbst eine bestimmte Klasse von 
Grenzbedingungen ; und gesetzt nun , man hätte die Beschaf- 
fenheit dieser Klasse erkannt, so wäre nunmehr das Problem 
der Ueberführung eines bestimmten Integrals in ein anderes 
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zu bebandelp, welches zwar in gewissen Fällen nicht schwer 
ist, im Allgemeinen aber zu den unzugänglichsten der Analysis 
gehört, indem es auf gemischte Differenzengleichungen führt. 

Das eben flüchtig Angedeutete, so wie manche andere 
Ueberlegungen haben in mir die Ueberzeugung begründet, dass 
es verlorene Mühe wäre, sich mit der Theorie der partiellen 
Differentialgleichungen noch ferner in dem Sinne derjenigen 
Mathematiker zu beschäftigen , welche nur nach Integralen mit 
willkürlichen Funktionen forschten, unbekümmert um deren 
geometrische Bedeutung. 

Man ist vielmehr gezwungen, die partielle Differentialglei- 
chung mit den Grenzbedingungen als ein Ganzes aufzufassen 
und darf beide in der Untersuchung nicht trennen. Nur auf 
diese Weise kann System in die Behandlung der partiellen 
Diflerehtialgleichungen gebracht und die Form ihrer Integrale 
ans Licht gefördert werden. 

Damit aber die Forschung nicht wieder in denselben un- 
sicheren Weg lenke, ist es nöthig, die Grenzbedingungen in 
der, Weise zu klassificiren , dass man eine Klasse, als die ein- 
fachste, zuerst der Untersuchung zu Grunde legen kann. Bei 
den partiellen Differentialgleichungen mit drei Variabein liegt 
eine solche Klassifikation sehr nahe, und soll hier für die Dif- 
ferentialgleichungen zweiter Ordnung angegeben werden. 

. Die Grenzbedingungen überhaupt bestehen in neuen par- 
tiellen Differentialgleichungen zwischen den Variabein und den 
Differentialquotienten der gegebenen partiellen Differentialglei- 
chung, in denen die Argumente und die abhängige Variabele 
als durch gewisse Gleichungen verbunden gedacht sind. We- 
nigstens lassen sich die Grenzbedingungen immer in diese Form 
bringen. 

In. einer vorgelegten partiellen Differentialgleichung zwei- 
ter Ordnung sei z die abhängige Variabele , x und y seien die 
Argumente und alle drei Variabein denke man sich reell , so 
däss sie als die rechtwinkligen laufenden Coordinaten einer 
Oberfläche angesehen werden können, aus deren Gleichung die 
vorgelegte Differentialgleichung durch Differentiation und Eli- 
mination hervorgeht. Diese Oberfläche mag »Integraloberfläche« 
heissen. 
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Die Iniegraloberfläche ist nun bestimmt erstens durch fol- 
gende Form der Grenzbedingung. Es wird verlangt, dass sie 
durch eine gegebene räumliche Kurve gehen soll, und dass 
die Richtung ihrer Normale für jeden Punkt der Kurve eine 
gegebene sei. Weil hier die Grenzbedingung nur eine Kurve 
d. i. eine Folge von Punkten betrifft, heisse diese Form der 
Grenzbedingungen einläufig. Auf jene Normalform derein- 
läufigen Grenzbedingung ist unter andern der Fall zurückführ- 
bar, wo längs einer Kurve eine Gleichung zwischen den Va- 
riabein und den partiellen DifFerentialquotienten von z bis zu 
einer beliebigen Ordnung gegeben ist. Nur ist dann eine ge- 
wöhnliche Differentialgleichung aufzulösen, um die Richtung 
der Normale als Funktion der Coördinaten ihres Fusspunkts 
auf der Kurve zu finden. 

Femer besteht die zweiläufige Grenzbedingung der 
Integraloberfläche darin, dass man von ihr verlangt , sie solle 
zwei gegebene räumliche Kurven enthalten, oder längs zweier 
Kurven gegebene Redingungen erfüllen. 

Ausser den oben angeführten Grenzbedingungen lassen 
die Differentialgleichungen noch andere zu, die eine Klasse für 
sich bilden, mit der vorläufig wenig zu machen sein wird: 
wenn nämlich die Integraloberflächen mehrerer Differential- 
gleichungen oder mehrere Integraloberflächen einer Differen- 
tialgleichung gemeinsame Grenzbedingimgen zu erfüllen haben, 
wie dies in physikalischen Theorien (z. R. in der Theorie der 
Capillarität) vorkömmt. 

Wenn wir nun eine solche Form der Gleichung der Inte- 
graloberfläche, welche die auf die einläufigen oder zweiläufigen 
Grenzbedingungen bezüglichen Grössen als unbestimmte Funk- 
tionszeichen enthält, festgestellt haben, so hat es einen Sinn, 
diese Form ein einläufiges oder zweiläufiges allgemei- 
nes Integral zu nennen, und es ist daher ein problema deter- 
minatum nach der Zusammensetzung z. R. des einläufigen all- 
gemeinen Integrals der partiellen Diflferentialgleichungen zweiter 
Ordnung zu forschen. 

Indem ich mich mit dieser Aufgabe beschäftigte , wurde 
es freilich nöthig, sie noch mehr einzuschränken, indem für's 
Erste nur solche partielle Differentialgleichungen in Re- 
trachtung gezogen werden konnten, bei denen die Grösse 
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(-yr-) — * ij — X7 wesentlich positiv ist. [F=0 ist die partielle 

Differentialgleichung und r, *, t bedeuten die zweiten Differen- 
tialquotienten von z nach xx, xy, yy.] Die Gründe dafür findet 
man im vorliegenden Hefte. 

Unter der erwähnten Einschränkung enthält der letzte Ab- 
schnitt dieses Hefts gewisse Betrachtungen , die man als erste 
Annäherung zur Entdeckung der Form des allgemeinen einläu- 
figen Integrals ansehen darf: ich meine die dort entwickelten 
Grundzüge der Lehre von den »spontanen Grenzen« der Inte- 
graloberfläche, d. i. der Grenzen bis zu welchen ein, durch 
ein endliches Stück einläufiger Grenze , bestimmtes endliches 
Stück Integraloberfläche sich erstreckt. Die sonstigen im letz- 
ten Abschnitt mitgetheilten Sätze über die Charakteristiken 
sind nothwendiges Material zu dieser und zur ferneren Unter- 
suchung. 

Zur Literatur des Gegenstandes bemerke ich, dass , wo es 
von Interesse sein konnte, die einschlägigen Abhandlungen citirt 
wurden. Es sind dies hauptsächlich ältere französische. Der 
erste Mathematiker, welcher mit Bewusstsein den' richtigen 
Weg betrat, ist Fourier, doch seine denkwürdigen Theorien 
liegen, weil nur lineare Gleichungen betreffend, abseits mei- 
ner Untersuchung. Dagegen hat uns kürzlich Riemaxn die 
Schalidifferentialgleichung einläufig allgemein integriren ge- 
lehrt , und es beruht seine Methode auf einem Gedanken, den 
ich als einen wahrhaft bahnbrechenden Schritt in der bezeich- 
neten Richtung erachte. Zum Gegenstände des vorliegenden 
Hefts steht er in der innigsten Beziehung, und ist daher gebüh- 
rend berücksichtigt worden. 

Partielle Differentialgleichungen mit mehr als drei Varia- 
bein habe ich, weil unzugänglich der bezeichneten Art geome- 
trischer Interpretation, nicht in das Bereich der Betrachtung 
gezogen. Indessen ist, angesichts der schönen Untersuchun- 
gen Carl Neumann's über die Differentialgleichung der Wärme- 
vertheilung, die Hoffnung berechtigt, dass überhaupt die in 
Bezug auf partielle Differentialgleichungen mit drei Variabein 
gewonnenen Resultate einen Wink für die Behandlung solcher 
mit vier Variabein geben werden. 



Vorrede. Xi 

Die Methode der Untersuchung ist im Allgemeinen die 
synthetisch-geometrische. Ich bin bestrebt, auf Grund einer 
geeigneten Interpretation der Differentialgleichung deren Inte- 
graloberflächen zu construiren. Eine gewöhnliche Differential- 
gleichung kann als eine partielle angesehen werden , der die 
partiellen Differentialquotienten nach der dritten Yariabeln feh- 
len. Die Integrale der gewöhnlichen Differentialgleichungen 
lassen sich durch Kurven in der Ebene vorstellen. Ist die ge- 
wöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung , so enthält sie 
eine Bestimmung für die Lage der Normale der jeden Punkt 
der Ebene passirenden Integralkurve , sie liefert die Richtung 
der Normale als Funktion der Goordinaten ihres Fusspunkts. 
So ist eine gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung 
eine Relation zwischen den Goordinaten eines Punkts, der Rich- 
tung der Normale und der Länge des Krümmungshalbmessers 
einer jenen Punkt passirenden Integralkurve der Differential- 
gleichung, u. s. f. 

Ganz ähnlich ist die Interpretation der partiellen Differen- 
tialgleichungen mit drei Variabein. Eine partielle Differential- 
gleichung erster Ordnung ist eine Relation zwischen den Goor- 
dinaten eines Punkts ^ im Räume und den Grössen, von denen 
die Richtung der Normale an eine den Punkt ^ passirende In- 
tegraloberfläche abhängt, die Normale in diesem Punkt errich- 
tet gedacht. Die Normale kann dann ein Strahl einer gewissen 
Kegelfläche sein, deren Spitze der Punkt ^ ist. Eine partielle 
Differentialgleichung zweiter Ordnung endlich ist eine Relation 
zwischen Richtung der Normale, Lage und Grösse der Haupt- 
krümmungen für einen Punkt einer Integraloberfläche und den 
Goordinaten dieses Punkts. Die Goordinaten des Punkts betra- 
gen drei Grössen, die Richtung der Normale hängt von zwei 
Grössen ab , Lage und Grösse der Hauptkrümmungen hängen, 
die Richtung der Normale als bekannt vorausgesetzt, von drei 
^Grössen ab, und acht Grössen enthält auch eine solche Diffe- 
rentialgleichung in ihrer allgemeinsten Form. 

Die Gonstruction der Integraloberflächen der partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung habe ich auf Grund der 
eben mitgetheilten Interpretation im gegenwärtigen Hefte voll- 
ständig gegeben. Dagegen gelange ich hier noch nicht bis zur 
Anwendung der Interpretation der partiellen Differential glei- 
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chung zweiter Ordnung. Hinsichtlich der Construction von 
Oberflächen kann ich behaupten, dass man in diesem Hefte 
deren streng richtige wird kennen lernen, nämlich solche, 
die wirklich gegen eine stetige Oberfläche convergiren , wenn 
die zur Construction benutzten Elemente verschwinden, was 
von den mir bisher bekannt gewordenen Gonstructionen nicht 
behauptet werden kann. 

Die Darstellung folgt genau dem Weg, den die Untersu- 
chung eingeschlagen. Lehrsätze werden nicht hingestellt und 
dann bewiesen, sondern sie werden entwickelt. 

Da die Betrachtungen grösstentheils geometrische sind, 
die zuweilen der Vorstellung etwas schwer fallen mögen , so 
wird der Leser ersucht, sich selbst die nöthigen Figuren dazu 
zu zeichnen. Der Verfasser hat es vorgezogen, keine Fi- 
guren dem V^erke beizufügen, weil man sich, wie ihm scheint, 
in Raumvorstellungen nach einer deutlichen Beschreibung bes- 
ser zu Orientiren pflegt, als nach einer Zeichnung. Denn in der 
Raumvorstellung der Einzelnen obwaltet eine so grosse Ver- 
schiedenheit, dass die fremde Zeichnung selten die beim Lesen 
in uns keimende Anschauung deckt, dagegen sie leicht ver- 
wirrt. 

Bei der Länge der Untersuchimg, deren vielfach wechseln- 
den Richtung und der Entfernung meines Wohnsitzes vom 
Druckorte, konnte es nicht ausbleiben, dass sich einige Unrich- 
tigkeiten in die Darstellung einschlichen. Allein sie betreffen 
nur Beiläufiges und sind theils nicht der Erwähnung werth, 
theils werde ich sie an einem späteren Orte berichtigen. Hier 
anzuführen ist nur, dass die Betrachtung des §. 22 allgemeiner 
Gültigkeit entbehrt. 

Berlin, im April 1864. 

Der Verfasser. 
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. Erster Abschnitt. 

üeber die Construction der DijSerentialgleichongen mit drei 

Variabein. 

I. Cap. Vorbemerkungen S. 1 

§. i . Ein Verfahren , die Auflösung von Differentialgleichungen 
mit drei Variabein, welche der Bedingung der Integrabilität 
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*) Durch ein typographisches Versehen ist im Texte die Zahl des vorhergehenden Pa- 
ragraphen wiederholt, und erstreckt sich dessen Einwirkung auch auf die nachfolgenden 
Paragraphen. Es möge daher dieser Paragraph als §. 75 * unterschieden werden. 
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Erster Abschnitt. 

Ueber die Construction der Differentialgleichtingen 

mit drei 



I. Vorbemerkungen. 

Ueber totale Differentialgleichungen, die der Bedingung der 

Integrabilitat geniigen. 

Wird aus einer Gleichung f (x, y, jg, a) == und ihren 
beiden partiellen Derivirlen nach x und nach y : 

ein Parameter a eliminirt, so erhält man zwei Gleichungen : 

^ (^, y, «, P, 9) = 

Fi {x, y, z, p, q) « 0, 
mit Hülfe deren man p und q als Functionen von o?, y, z bestim- 
men kann. Es sei : 

p « y fa?, y, ä) 

? = 9,(03, y,a) 
dann genügt die totale Differentialgleichung : 

dz = q>dx + (pidy 
der Bedingung der Integrabilitat. 

Um diese Differentialgleichung zu integriren, d. h. um 
daraus die Gleichung /*= zurückzuerhalten, pflegt man so zu 
verfahren, dass man z. B. die gewöhnliche Differentialgleichung 

•^ a 9> (cc, y, z) auflöst, indem man y als constant ansieht. Die 

Integrationsconstante , welche diese Auflösung einführt, kann 

P. DU Boif-BRTMOND, Beiträge. 4 
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dann noch y enthalten. Diese Abhängigkeit wird bestimmt 
durch Einsetzen des Werthes von », der die Differentialglei- 

chmig -Y- SS g> [Xj y, z) erfallt, in die Differentialgleichung 

-JL s= q)^ [x, y, z) . Bei diesem Verfahren kann man zwar mit 

einer Wahrscheinlichkeit = */, darauf rechnen, dass jene In- 
grationsconstante kein y mehr enthält, dass es also bei der 
ersten Integration sein Bewenden hat , allein es dürfte von In- 
teresse sein, eine Methode kennen zu lernen, nach welcher 
man die Integration der Gleichung dz=^g>dx'hg>^dy stets auf 
diejenige nur einer gewöhnlichen Differentialgleichung zurück- 
führen kann. 

Ihr Integral /*= 0, da es nur ein« willkürliche, d. h. 
nicht in der Differentialgleichung vorkommende Constante ent- 
hält, ist die Gleichung einer einfachen Oberflächenschaar und 
dXj dy, dz sind die Projectionen des Elementes einer Kurve 
in einer dieser Oberflächen auf die Coordinatenaxen. Um jede 
überflüssige Allgemeinheit zu vermeiden, legen wir durch die 
z Axe eine Ebene, deren Gleichung sein wird : 

y SS ax. 
Eliminiren wir nun aus den Gleichungen 

dzs=(pdx^q>^dy, 

dy^adx 
die Grössen y und dy, wodurch mau erhält : 

-^ = y (o;, ax, ä) + a y, (a?, ax, z), 

so ist dies die gewöhnliche Differentialgleichung der Schaar der 
Schnittkurven der Ebene y*sax mit der Oberflächenschaar 
fss 0. Ihr Integral sei : 

so ist c eine Function von a, die man bestimmt, indem man die 
Variabein auf die z Axe bezieht, wo a? ä ist, und zasz^ sein 
mag. Dann ist 

tp (0, z^a) ^tp (x, z, a) 

und wenn man nun — für a zurücksetzt : 

X 

so ist dies das gesuchte Integral der Gleichung dz=ipdx-^^ dy. 
Diese Methode wird unbrauchbar, wenn die Individuen der 
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Obeiflächenschaar /"aar sich in der Weise berühren, dass sie 
alle denselben Punkt der z Axe schneiden, wie dies u. a. der 
Fall ist, wenn z^ unendlich wird. Dann hat man für y und dy 
z. B. ihre aus der Gleichung : 

gezogenen Werthe zu setzen, wo Xq und y^ die Coordinaten 
eines Punktes bedeuten, für welchen jener Umstand nicht ein- 
tritt. Ist nun 

c«^(a5, ;s, ö, j»o)^^o) 
das Integral der Differentialgleichung : 

so bestimmt sich die Constante folgcndermassen : 

und dieses Integral lässt sich , wenn man für a seinen Werth 
^^^^ zurücksetzt, stets auf die Form : 

bringen. 

Erstes Beispiel. Es sei die Gleichung 

a=5 i-2 — X- 

vorgelegt. Differenzirt man sie,, so folgt : 

+(te{i5(/J-/?J + yO?y,) + (/»<JJ} 

+dy {z (y-y,) -yißy,) + (yd.)}*), 
welche Gleichung wir nach der oben angegebenen Methode in- 
tegriren wollen. Setzen wir ax und adx statt y und dy, so 
erhalten wir : 

rfM^^ A--/>-ha(n--y) /=^r'^ A-/^-ha(y.-y) } 

und diese GleidMUig giebt integrirt : 

g|igi-/g4-a(yi -y)]-(A)-q(yJt) ^ ^^ 



«1^1-/^+« (y» ^y)] + <^-<^i 

wo c die Integrationsconstante vorstellt. Nun haben wir a: = 
und z^ statt js zu setzen, um c zu bestimmen. Es wird dann : 



*) Ich werde in dieser Abhandlung stets Determinanten von der 

Form : a- 6, — o, 6i oder -2. ^221* — Ü?!.?!?!*, u. a. m., wenn man die 

dx dff dy dx 
Form des Subtrahend aus der Form des Minuend ohne Weiteres ersieht, 



der Kürze wegen so schreiben : {aM,(^ "^ )' ®^' 



4* 
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<"= rfpi^f «• [/».-/?+ « b'i-y)] - W - « (y«^!) I 

Diesen Werth von c in das eben gefundene Integral eingeführt ; 
statt a gesetzt — ; z^ bestimmt , und auf die linke Seite der 
Gleichung gebracht, die rechte aber gehörig reducirt ; folgt : 

'"" 0»i-/?)«-i-{y*-y)j/+<^i-<^ 
Wenn man in der Gleichung a = etc., von der wir aus- 
gingen, die Gonstante a dadurch bestimmt, dass mana? = 0, 

y =s 0, 55 = 55a setzt, so erhalt man a « ^ . , und wenn nun 

der Werth von Zq aus der Gleichung : 

hergeleitet wird, so erweiset er sich mit dem vorigen identisch. 
Zweites Beispiel: für den Fall, wo von der allgemeine- 
ren Substitution y— y© ~ ^ (^"^^o) Gebrauch gemacht werden 
muss. Es sei : 

xyz = c. 

Diese Gleichung giebt differenzirt : 

yzdx -f- xzdy •+- xydz ss 
und wenn man substituirt : 

Diese Gleichimg hat zum Integral : 

x\y^-ha{x—XQj\z=c, 
Bestimmt man nun die Gonstante, indem man Xq statt x, 
Zq statt 55 schreibt, so folgt c = £CQyp55^, und das Integral er- 
hält, wenn y für y^-ha [x-^x^) gesetzt wird, die Form : 

^y« = a?oyoV 
Bemerkung. Statt als Hülfsgieichung die Gleichung 
y — y^ = a (o;— flcj einer Ebene zu nehmen, kann man die Glei- 
chung irgend einer Oberflächenschaar benutzen, die bei Varia- 
tion eines Parameters eine gegebene Kurve nicht verlässt; 
man kann auch leicht nach ähnlichen Principien andere Metho- 
den ersinnen, die zum Integral der totalen Differentialgleichung 
führen, z. B. indem man zur Hülfsgieichung irgend eine Glei- 
chung zwischen cc, y, z und zwei Parametern wählt. Endlich 
lässt sich die hier gegebene Methode auf Gleichungen mit be- 
liebig vielen Variabein ausdehnen, wobei dann immer nur 
eine Differentialgleichung aufzulösen ist. 
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Aiif -den letzteren Punkt, der uns l»er zu weit führen 
würde, werde ieb an einem andren Orte eingehen. Ich werde 
nur zeigen, wie man eine Gleichung : 

dU=Xdx + Ydy + Zdjs = 
(X, F, Z sind Funktionen \on o?, y, z, welche die IntegrabilitatS;- 
bedingung erfüllen) mit Hülfe irgend einer Gleichung : 

und ihrer Derivirten 

dV=X^dx'¥'Y^dy'h'Z^dz 
wo a und b zwei willkürliche Parameter bedeuten , integriren 
kann. Eliminirt mau aus den Gleichungen: dü^sO, ^«0, 
dr= irgend eine von den Variabein a?, y, a und deren Diffe- 
rential, integrirt die resultirende gewöhnliche Differentialglei- 
chung, so folgt eine Gleichung: 

wo ich deshalb die drei Variabein Xj y, z geschrieben habe, 
weil es unbestimmt gelassen ist, welche von ihnen eliminirt 
werden sollte. Die Gleichungen c« Wund ^ = sind dieje- 
nigen der Durchschnittslinien der Oberflachen V mit den Ober- 
flächen, deren Differentialgleichung dl7=0 ist. Nimmt man 
nun zwischen aünd b eine solche Abhängigkeit an, dass die 
Oberfläche F » bei Variation dieser Parameter immer durch 
den Punkt a?^, y^, Zq geht, d. h. setzt man : 

und lässt auch die Kurve c=W durch den Punkt a?^, y^, z^ ge- 
hen, indem man setzt : 

so kann man aus den Gleichimgen : 

r=o, Fo=o, w-w;,=o 

die Parameter a und b eliminiren, und die resultirende Glei- 
chung muss auf die Form : 

gebracht werden können, wo JJä f[Xj y, j»), ü^ = f[x^, y^, z^) 

und 

dU=Xdx-¥'Ydy'h'Zdz^O 

die Differentialgleichung, von der wir ausgingen, ist. Die oben 
gegebene Integrationsmethode kann als eine Specialisirung 
der eben mitgetheilten angesehen werden, denn setzt man 
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F=y — oa? + 6 « 0, V^^y^ — ax^ + 6 « 0, so e^giebi 
die Elimination von b die von uns angewendete Substitution 

y — 2/0 == « (^ — ^o) • 

§. ^. 

Ueber die versoMedenen Integrale der partiellen BttferenÜal- 
gleiohun^n erster Ordnung mit drei Variabein. 

Durch Elimination zweier Parameter aus den Gleichungen 

erhält man die partielle Differentialgleichimg erster Ordnung 
mit drei Variabein : 

deren geometrische Interpretation der Gegenstand der vorlie- 
genden Abhandlung ist. 

Die Gleichung f^O hat offenbar dieselbe Allgemeinheit 
wie die Gleichung Fs=0, weil sie dieselbe Anzahl Variabela 
hat, weshalb LAGRikN^E mit Becht die Gleichung fssO das 
vollständige Integral der Gleichung jPssO genannt hat. 

Wenn man nun auch für jeden Punkt coyz (bireh Variation 
von a und ß alle Werthe der p und q^ welche die Gleichung 
^s= erfüllen, erhalten kann, so gestattet das Integral f^tt 
doch noch eine Transformation, durch die es eine umfassen- 
dere geometrische Bedeutung erhält. Stellt man sich nämlich 
die Aufgabe, a und ß so als Functionen von a? und y zu be- 
stimmen, dass p und q der Form nach unverändert bleiben ^ so 
findet man die Bedingung : „„ 

Oaox bß ox ' 

bf ba bf ^ß _f. 
da "57 "Si^ dt "" "' 

oder 



\bx by)-^' 



welcher Gleichung auf die allgemeinste Weise Genüge ge- 
schieht durch die Annahme ßssq)[a)^ wo 9) eine beliebige 
Function bedeutet. Lagiunge hat daher das System der Glei- 
chungen: 
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das allgemeine Integral genannt, wegen der darin enthal- 
tenen willkürliohen Function, obschon es für einen Punkt xyz 
durchaus nicht mehr Werthe yonp und q liefert, als das voll* 
ständige. 

Den obigen Bedingungsgleichungen lässt sich nun noch auf 
verschiedene Weise genügen. Nimmt man z. B. an, a sei 
variabel und ß constant und bestimmt a aus der Gleichung 

-j- = 0, oder man kehrt diese Rolle von a und /? um, so wer- 
den die Bedingimgsgleichungen auch erfüllt und man erhält ein 
Integral mit einer Gonstanten. *) Endlich kann man a und ß 

aus den Gleichungen -j^ « 0, -v^ es bestimmen. Von diesen 

verschiedenen Formen des Integrals, die den Charakter be- 
sonderer Auflösungen haben, ist wenig mehr wie ihre Exi- 
stenz bekannt. 



§3. 
Ueber den Gang der Variabein in den Oleichungen [=0 und F sO. 

Indem ich dazu übergehe, in allgemeinen Zügen den Gang 
der Yariabeln in den Gleichungen /*= und Fas anzugeben, 
führe ich sofort die Beschränkung ein, dass (T, y, z räumliche 
Coordinaten, d. h. stets reell seien. Es handelt sich also nur 
noch um die Werthe , welche p und q oder a und ß für alle 
Punkte des Raumes annehmen können. Wir knüpfen die Un- 
tersuchung an die Gleichung fas 0. 

Man denke sich x und y hätten die festen Werthe a?,, y, 
erhalten, und es möge z von -- 00 bis -i- c» variiren. Dann 
ist f (zy a, ß) = die Gleichung einer Oberfläche, so bald man 
die Grössen a und ß die Rolle der x und y Coordinaten spielen 
lässt. Projicirt man die^se Oberfläche auf die drei Coordinaten- 
ebenen, so werden ihre Projectionen im Allgemeinen die Coor- 
dinatenebenen nicht gänzlich bedecken, sondern Begrenzungen 
haben. Vergegenwärtigen wir uns die Bedeutung dieser Be- 
grenzungen. Wenn man irgend eine Oberfläche f (cc, y, ä) « 



*) Dieser Integrale mit einer Constanten ist meines Wissens in den 
Abhandlungen von Lagrange über diesen Gegenstand keine Erwähnung ge- 
schehen. 
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auf die xy Ebene projicirt, so ist die Grenzkurve der Projee^ 
tion gleichzeitig die Grenze der Werthesysteme von x und y, 
die reelle Werthe von z zulassen. An dfiv anderen Seite der 
Grenzkurve wird mithin z complex. Wenden wir dies auf die 
Oberfläche f {z, ö, /S) = an, so erkennen wir , dass es eine 
Reihe von Werthen von z giebt, für welche a und ß gleichzei- 
tig reell sein können und eine Reiche solcher, wo allemal eines 
VQU beiden complex ist, weil gemäss der obigen EinschräU'- 
kung z nur reell sein darf. Es mögen diese Werthe beispiels- 
weise auf der z Coordinate, die durch den Punkt Xi yi geht, 
so vertheilt sein, dass von — cx> bis Zi kein System gleichzei- 
tig reeller Werthe von a und ß möglich ist, ebensowenig von 
Zt bis -h oo, dass also längs des Stückes Zi Zst die einzigen 
reellen Werthesysteme von a und ß fallen. Lassen wir nun 
Xi und yi variiren, und zwar durch die ganze (ry Ebene, so 
wird die Linie Zi z^ ebenfalls der Lage und Länge nach varii- 
ren, und ihr geometrischer Ort wird ein Raum werden, inner- 
halb dessen für die allen seinen Pimkten entsprechenden xyz 
reelle Werthepaare von a und ß möglich sind, ausserhalb des- 
sen stets eine dieser Grössen complex sein muss. Ich werde 
den letzteren Raum den imaginären, ersteren den reellen 
und die Oberfläche, welche beide trennt, die allgemeine 
Enveloppe nennen. 

Ausser der allgemeinen Enveloppe entstehen deren noch 
zwei Schaaren auf folgende Weise. Giebt man dem a einen 
festen Werth a^ , so wird die Oberfläche f (z, a, ß) » von der 
^ zß Ebene in der Kurve f (zj «j, /?) = geschnitten, und es wird 
wieder ein Raum angegeben werden können, in welchem ß 
reell sein kann. Die Oberfläche, welche diesen Rainn begrenzt, 
variirt mit a^. Ebenso kann man durch Variation von /9| die 
zweite analog erzeugte Flächenschaar erhalten. 

Die Gleichung der allgemeinen Enveloppe lässt sich leicht 
aufstellen. Wir müssen dazu auf die Oberfläche f (js, a, /?) = 
zurückgehen. Fasst man irgend einen Punkt Zi auf der js Axe ins 
Auge : so Wird die Kurve /"(ä^, a, ß) =/J (a, /?) = auf der durch 
diesen Punkt parallel der aß Ebene gelegten Ebene zu liegen 
kommen, und wird der Ort aller diesem Punkt xyz^ zugehöri- 
gen reellen Werthepaare von a und ß sein. Die Ebene, welche 
durch z^ gelegt ist, schneidet die Oberfläche f {Zj a, ß) ss \n 
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der Kurve f^ (er, ^] e&;,0. Tangirt dkse Eb^oie.fÜr irgend emen 
Werth voin jS| die Oberfläche, so wird für den Bertthrongspunkt 

■g-- ssrO, ^ =0 und f (js, a, /3) = 0, woraus man den Werth 

von z für letzteren Punkt finden kann: Dieses ss gehört aber 
der allgemeinen Enveloppe an, wenn jener Pi^ikt einem Maxi- 
mum oder Minimum entspricht, weil er die reellen Werthe y^^u 
a, /?, die allß in der Oberfläche f {%^ otyß) ä liegen, in der 
j& Richtung beschliesst. 

In dem Falle, wo. für jenen. Punk^ ,di^ Oberfläche entger 
gengesets^te Krümmungen hat, oder er in einer Wendelini^, 
liegt etc. , kann das dazu gehörige z einer Oberfläche entspre- 
chen, die ähnliche Eigenschaften hat, wie die allgemeine Eur 
veloppe,; ich werde aber an dieser Stelle hierauf nicht weiter 
eingehen , da es erspriesslicher ist, bei dergleichen Untersu- 
chungen besondere Fälle zu betrachten. 

Dasselbe Raisonnement kann für die x und die y Axe wie- 
derholt werden. Man erhält daher für die allgemeine Enve- 
loppe noch die Gleichungen : 

Alle diese Gleichungen sind enthalten in den folgenden: 

Aus diesen beiden Gleichungen und f = 0, a und ß eliminirt, 
erhält man die GLeichnngen der allgemeinen Envdoppe. Es 

dürfen indess selbstverständlich mit -J-^ -gj- nicbli gleichzeitig 

■v^, -y-, -g^ verschwinden. 

Um alle Werthe, welche axaxAß annehmen können, zu 
oonstruiren, hat man dafür in die Gleichung f^ 0, a^ + a^i und 
ßi^ß^i KU setzen. Sie zerfällt dann in zwei andere, welche 
man als Gleichungen zweier Oberflächen ansehen kam). Es 
sollen €^2 und ß^, deren % Axeh und a^ und ß^ deren x und y 
Axen vorstellen. Diese beiden Oberflächen schneiden sich dann 
in der ot^ß^ Ebene und zwar in der Kurve f (äj, ß^ == oder 
f [a^ß) sa 0, da in dieser Ebene «2 == 0, ß^^O mithin a =a a^, 
ßsssß^ ist. Daher entsprechen reelle Werthepaare von a, ß nur 
den Punkten der Kurve f («, ß) =0. Für alle übrigen Punkte 
der cr/?-Ebene sind beide oder ist eines complex. Im imagi- 
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nSrai Bamn verlassen beide OberflSdieD die a, /f, Ebene, mSk 
der sie in der aUgemeinen Emreloppe noch gMchseitig ein^i 
Punkt gemein haben. Die Gleidiongen dieses Punktes sind 

»adi dem Vorig«»: -^ -0, ^ -0. 

Alles, was Ober den Gang der Yariabefai der Gleichung 
^=sO gesagt worde, gilt ohne Beschränkung von denen der 
Gleichung Fs 0. Man braudit sidi an Stelle von a und ß nur 
p und q geschrieben zu denken. Es findet aber zwischen die- 
sen beiden Paaren von Yariabeln die wichtige Betiehung statt, 
dass sie in vielen FaUen die allgemeine Enveloppe gemein ha— 
ben. Dies leuchtet sofort ein, wenn man sich vergegoiwartigt, 
wie die Gleichung F^O aus der Gleichung f^=:0 entstanden 
ist. Jene entsteht aus dieser, wenn man darein für a und ß 
ihre Werthe in p und q einsetzt. Daher ist : 

"5" "" d« d^ d^ "5^' 
bF ^bf^ da hf bß 
bq da dg d^ dg ' 

Es müssen also gleidizeitig mit -^und-v^ auch -v— und-^ 

verschwinden, wenn nicht eine von den Grössen -j—, etc. un- 
endlich wird. 

Es ist nur hinzuzufügen, dass, wennp, q und a, ß dieselbe 
Envelof^ haben, und man will sie durch Elimination von p 

Ac Ac T^Mf Ac 

und q ausFsssO, -y-aO, y- sO erhalten, die Grossen -j—, -y-j 

■xr- nicht gleichzeitig verschwinden dtirfen. 

Indem ich nun zur Interpretation der Gleichung F= über- 
gehe, unterwerfe ich sie noch, der fernere und letzten Ein- 
schränkung, dass in Znkunft nur von den reellen Werthen von 
p und q die Rede sein wird. Es ist in diesem §. meine Ab- 
sicht gewesen, auf die Schwierigkeiten aufinerksam zu ma- 
chen, welche noch zu überwinden sind, um eine genügende 
Theorie der singulär^i Auflösongen der partiellen Differential- 
gleichungen von der Form FsO aufirastellen. Was endlich 
noch deren besondere Auflösung«! mit dmer G<mstanien, , wie 
sie am Schlüsse des §. 2 erwähnt wurden, betrifit, so habe ich 
allerdings ihren geometrischen Sinn in diesem §. kurz ange- 
deutet. In wiefern diese besonderen Auflösungen von Wichtig- 
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keit sind, wird die Folge ergeben. Da näsalich defr Integrale 
mit zwei Gonstanüen beliebig viele gefimden werden können, 
so kommt eis darauf an, dass es darunter solche Ton ausgezeidi^ 
neten Eigenschaften gebe, soll sieh an die daraus h^geleltet«n 
Integrale mit einer Constanten einiges Interesse knüpfen. 

Vebrig^ns ist es unsiveifelhaft, dass mir mit Hülfe der im 
Gap. II auseinanderzusetzenden Betrachtungsweise Licht' in die 
Theorie der singulär»! AiiftOsungen der partiellen Differential«** 
gleichungan wird gebracht werden können^ 

. . ■- §•■■*. 

Integraloberflächen tind Charakteristiken. 

Man kann der Gleichung F = zwei analytische Bedeu- 
tungen beilegen, die im Resultat auf eins herauskommen. Man 
kann einmal sagen, dass sie integrirt ist, wenn man zwei Func- 
tionenpundgfvoniß, y,js kennt, welche ihr genügen und gleich- 
zeitig die Bedingung der IntegrabilitSlt -j^ -i- -^9 =-3^ "*"5^ iP 
erfüllen, oder man kann verlangen, dass drei Functionen ;s,p,9 
von X und y gefunden werden, die sie identisch erfüllen, und 

zwischen denen die Gleichungen -^sspund-v— = q stattfinden. 

Die letztere Yorstellungsweise eignet sich zur geometrischen 
Interpretation und ist auch von Monge seinen berühmten Un- 
tersuchungen zii Grunde gelegt worden. . 

Die Yariabeln Xj y, z, p, q denkt man sich alsdann im In- 
te^al vM^bunden durch drei <ileichungen f (o?, y, jsr) ä 0, 

■J^ + p-^ssO, -g^-l-gf-v^ Ä 0, und man kann nun die Glei- 
chung /'s als Gleichung eine^ Oberfläehe ansehen, die wir 
Integraloberfläche nennen wollen^ gleichg^ültig ob jene 
Gleichung ein besonderes oder ein allgemeines Integral ist. In 
diesem Sinne ist also die allgemeine Enveloppe (wenigstem^ in 
den meisten Fällen) eine Integraloberfläohe. 

Bei der Untersuchung des Integrals der Gleichung F ss 
geht Monge von der Betrachtung der Integrale mit zwei €on- 
stanten aus. Ich habe seinen Wdg verlassen , weil dabei ge- 
wisse Schwierigkeiten unerledigt blieben. Indessen will ich 
hier das für das Folgende Unentbehrliche aus seiner Theorie 
der Charakteristiken anführen. 

Es sei wieder f^ f (x^ y^ js, a, ß) ^ ^ eu^ Integral mit 
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Ewei Gonstanien der Gleichung F^O, Wird a ein. fester, ß 
ein veränderlicher Werth beigelegt, so erhtit man eine Sehaar 
von Oberflächen, deren Httlle, wie bekannt, der Ort ihrer 
Durchschniltslinien ist, die Mongb Charakteristiken nennt. 
Lässt man nun a variiren, so erhält man eine Schaar von 
Oberflächenschaaren, welche alle Oberflächen enthält , die in 
der Gleiohung/a^O enthalten sind» Aus der Gleichung' /'es 
lelitet man damx noch das allgemein^ Integral ab, das aus den 

Gleichungen /*= und ^ = -57"*""5T-^*» ^ besteht, und 
welches durch Variation der Function/? von a einem sehr man- 
nigfaltigen Siystem von Integraloberflächen entspricht. Die im 
System /*= enthaltenen Oberflächen schneiden sich vielfäl- 
tig. Wenn sie sich unter endlichem Winkel schneiden, so wird 
der Ort einer Schaar solcher successiver Durchschnittslinien 
im Allgemeinen keine Integraloberfläche sein. Dies werde ich 
später beweisen. Nur dann, wenn die sich schneidenden 
Oberflächen in der Sehnittkurve die Berührungsebene gemein 
haben, heisst sie Charakteristik. Ihre Gleichungen sind : 

wo a, ß und da und dß längs der ganzen Charakteristik con- 
stante Grössen sind. 

Ich werde nun noch zeigen, dass allgemein a und ß con-^ 
stant sind längs irgend einer Charakteristik, \yelche die Schnitt- 

... . . * ... ' V. 

kurve irgend zweier im allgemeinen Integral f^O, -j- » 
enth^ltejoer Oberflächen ist.. Man geht von der Oberfläche 

zu einer unendlich nahe gelegenen über, wenn man dem ß eine 
Variation 3ß hinzufügt, wodurch a in a-hda übergeht. Die 
erste jener Gleichungen giebt dann : 

wo aber 

ist. Daraus folgt : 

■ m = 0- 

*) Ich bezeichne mit ^ß die totale und mit d{ft) die partielle Variation 
in der also « als unverändert angesehen wird. In concreten Fällen ist S{fi) 
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Dies ist aber mir möglich, wenn a oonstant ist. Daher ist auch 

> 

j^jßonstant^ und jene Behauptung erwiesen. 



Nach diesen Vorbereitungen gehe ich über zum eigent- 
lichen Gegenstande dieser Abhandlung, nämlich zur Construc- 
tion der Integraloberflächen der Gleichung F=0, wobei ich es 
für zweckmässig gehalten, habe, mit der Construction der Dif- 
ferentialgleichung F= zu beginnen, abweichend von Monge, 
der, wie eben angedeutet , von der Betrachtung des Integrals 
ausgeht. 

II. Constmction der Gleichung F {x,.y, ss, p, q) => 0. 

§.5. 
Bedeutung der GrSssen p und q. 

Es seien ^, rjj ^ die laufenden Coordinaten irgend eines 
Strahles , der durch den Punkt o?, y, z geht, so werde ich die 
Grössen : 

seine Neigungstangenten nennen. 

Bezeichnet man mit n^, n^ die Neigungstangenten der 
Normale an die Oberfläche /*= im Punkte xyz ; so weiss man 
aus der Theorie der Oberflächen, dass 

p= — w == - "" 9 = - 1/ = -"> 

ist. Es sind also puodij^die negativen Neigungstangen- 
ten der Normale an die Ob^rfiäche /"» 0. 

Wir können nun die Definition der Integraloberflächen 
noch etwas anders, als im §. 4 geschah, formuliren. Wir wer- 
den darunter jede Oberfläche verstehen, deren sämmtliche 
Normalen Neigungstangenten haben, zwischen denen für jeden 
Punkt xyss der Oberfläche die RelationF (cc, y, ä, — n^, — n^) =0 

als durcb Variation versohMener in/9eDthalteaer Parameter a, 6, c . . «, ent- 
standen aufzufassen ; Es ist alsdann: 6 iß) ss . £ Ja-t--^ ^ö + etc. s 0, 
welche Gleichung nach a aufgelöst einen consianten Wertb dafür ergiebt. 
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besteht. Umgekehft, wenn die Neigungstangenten der Nor« 
male an eine Oberfläcbe filr irgend einen ihr^ Punkte XffH 
die Gleichung Fa=0 erfüllen, so wird in diesem Punkte die in 
Rede stehende Oberfläche eine Integraloberfläche tangiren. 
Eine Oberfläche ferner, die in allen ihren Punkten Integral- 
oberflächen berührt, muss nach dem ebengesagten nothwen- 
dig selbst eine Integraloberfläche sein, und hieraus ergiebt 
sich der Satz, dass die Umhüllungsfläche von Inte- 
graloberflächen selbst eine Integraloberfläche ist. 

§.6. 
Der Kegel der Normalen« 

Wir werden jetzt yon dem übrigen Verlauf einer stetigen 
Integraloberfläche absehen und untersuchen, welche Bestim- 
mung die GleichungwF^s OinB;e^g auf ein Element einer solchen 
Oberfläche für jeden Punkt xyz des Raumes liefert. Zunächst 
ist klar, dass sie nur Bestimmungen, die Lage der Normale be- 
treffend, enthält, und dass die Krümmung der Oberfläche ex- 
plicite nicht darin vorkommt. Führt man die laufenden Coor- 
dinaten |, rj, f der Normale in die Gleichung Fs=0 ein, so 
wird sie : 

d. h. sie wird die Gleichung einer Kegelfläche , die ihre Spitze 
im Punkt xyz hat, und deren Strahlen eben sämmtlich Norma- 
len an Integraloberflächen sind, die durch den Punkt ooyz ge- 
ben, oder vielmehr zunächst an deren Elemente in diesem 
Punkt. Ich werde diesen Kegel den Normalenkegel nen- 
nen. Da dieCoordinaten x, y, z seiner Spil/ze sonst nooh in seine 
Gleichung eingehen, so spielen sie die Roll« von Parametern, und 
es verändert sich seine Gestalt von einem Punkte des reellen 
Raumes tum andern. In der allgemeinen Enveloppe, wetMH 
diese gleichzeitig eine singulare Auflösung vorstellt, schrumpft 
er zu einer Geraden zusammen, die darauf senkrecht steht. 

Hiermit ist nun die volle geometrische Bedeutung der par- 
tiellen Differentialgleichungen erster Ordnung mit zwei Argu- 
menten erkannt, und wir können das Problem ihrer Integra- 
tion folgendermassen aussprechen. Man construire für jeden 
Punkt des Raumes als Spitze eine Kegelfläche, die nach irgend 
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einem ge^benen Gesetze von emem l^unkt des Raumes als 
Spitze zum anderen Gestalt und Lage ändert, deren Gonstruc- 
lion auch fttr gewisse Theile des Raumes nach eben dem 6e-- 
setze unmöglich werden kann. Ist jenes geschehen, ^o lege 
man durch den Raum eine Oberflädie von solcher Beschaffen- 
heit, dass ihre Normalen durchweg Strahlen der für ihre Fu^s- 
punkte als Spitzen coni^truirten Normalenkegel sind. Die Glei«* 
chung dieser Oberfläche wird alsdann ein Integral der vorge- 
legen partiellen Differentialgleichung sein. 

Was die Gestalt des Normalenkegels betrifit, so kann sie 
eine beliebige seinJ Denkt man sich um seine Spitze als Mit- 
telpunkt eine Kugel construirt, und nennt Directrix die Linie 
in der die Kugel von der Kegelflache geschnitten wird, so be- 
stimmt die Directrix die Gestalt der Kegelfläche, und man er- 
kennt, dass die Natur des Integrals der Gleichung jP=s we- 
sentlich von der Normalenkegeldirectrix imd von deren Ver- 
änderung durch den Raum abhängt. Unsere Aufgabe wird es 
sein, von dieser Abhängigkeit eine präcise Vorstellung zu ge- 
winnen. Die Gestalt der Directrix ist allerdings willkürlich 
und keinen Bedingungen unterworfen, sie kann eine Spirale, 
eine Schleife etc. sein. Der Einfachheit halber werde ich aber, 
wo nicht ausdrücklich eine andere VorauJ^setzung gemacht 
wird, annehmen, dass die Directrix eine ge9chlo$sene Kurve 
ohne Wendepunkte und Unstetigkeiten sei, etwa wie die Di** 
rectrix eines Kegels mit elliptischer Basis. Wenn die Direc** 
irix ein grösster Kreis ist, so wird die Kegelfläche eben, und 
wir werden die Ebene, insofern sie als abgeflachte KegeUkiche 
oder als der Ort sämmilicher von einem Punkte in ihr ausge^ 
henden Prahlen angesehen wird, einen Strahle nfäc her 
nennen. 

§.7. 

Das StrahlenbÜBOhel der Integralkurven und dessen Begrensongs 

derPolarkegel. 

Jedem Strahl p, q des Normalenkegels PsbO entspricht 
eine Tangentialebene an eine diurch ^ine Spitze xyz gehende 
Integraloberfläche. 

Nennen wir nun schlechtweg »Integralkurve « jede 
Linie, die auf einer Integraloberfläche der Gleichung FsO 
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liegt, so sehen wir, dass jede Tangentialebene ein Strahlen** 
fächer (§. 6} ist für die Elemente der Integralkurven, welche 
die Spitze des Kegels passiren« Weil nun zu jedem Strahl des 
Kegels F BS eine Tangentialebene gehört, so bilden diese eine 
Schaar von Strahlenfächem, mithin bilden alle Elemente von 
Integralkurven, die den Punkt xyz passiren, ein Strahlenbtt- 
schel, das Strahlenbttschel der Integralkurven. 

Auf jedem Strahl des BtLschels steht eine oder eine be- 
schränkte Anzahl Normalen senkrecht, wie man daraus er^ 
kennt , dass die Normale in einer auf dem Strahl senkrechten 
Ebene liegen muss. Die zum Strahl gehörigen Normalen sind 
also die Schnittlinien des Normalenkegels mit der im Punkt 
wy!^ senkrecht auf den Strahl gelegten Ebene. 

Das Strahlenbüschel der Integralkurven hat eine Begren- 
zung, d. h. nicht jeder vom Punkt xyz ausgehende Strahl ge- 
hört dazu und kann das Element einer Integralkurve sein. Wir 
wollen nun diese Begrenzung aufsuchen. 

Man denke sich eine Ebene so bewegt, dass einer ihrer 
Punkte unverrüokt bleibt,' so werden ihre verschiedenen La- 
gen eingehüllt von einer Kegelfläche, welche der Polarkegel des 
Kegels ist, den die Normale an die Ebene im festen Punkt be- 
schreibt. Diess ist leicht einzusehen. Denn während die Ebene 
von einer Lage zu einer unendlich nahen übergeht, hat die Nor- 
male an die Ebene einen kleinen Winkel beschrieben, auf des- 
sen beiden Schenkeln die Schnittlinie der beweglichen Ebene 
in ihren beiden Lagen senkrecht stehen mu^s. Mithiu ist de^ 
Polarkegel die Enveloppe der Tangentaelebenensdiaar und 
auch die Begrenzung des Strahlenbüscheis der Integralkurven. 

Die Gleichung des Polarkegels kann man folgendennassen 
finden. Die Gleichung einer Tangentialebene sei : 

p (^-o?) + q [tj'-y) = ^-js. ^^ 

Setzt manp + dp, q-^-dq statt}) und q, so geht man zu einer 
un'endlt<5h nahen Tangentialebene über; lässt man dabei §r]^ 
unverändert, so erhält man die Gleichung der Schnittlinie der 
beiden Tangentialebenen : 

dp (?— o?) -hdg (i;— y) =0. 

Die Differentiale dp und dq müssen der Gleichung : 
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genügen, weil die Normale den Normalenkegel nicht yerUsst, 
mithin folgt durch Elimination von dp, dq : 

Eliminirt man p und q aus dieser Gleichung und den Glei- 
chungen FssO, p (I— a?) -+- g (^?— y) = C"-"^ ui^d setzt noch 
-j^ =a, -^--2- =b, so ergiebt sich die Gleichung des Polar- 
kegels : , 

[x, y, z, a, 6) = 0, 

welcher eine wichtige Rolle in der Theorie der Gleichung /'s 
spielt. 

§.8. 
Segel für das StraMenbüscheL 

Da das Strahlenbttschel der Integralkurven eine Begren- 
zung hat, und nicht jedes Kurvenelement auf einer Integral- 
oberfläche liegen kann, so werde ich hier das einfache Krite- 
rium angeben dafür , ob ein Kurvenelement dem Strahlenbü- 
schel angehört oder nicht. Ich werde dabei annehmen, dass 
das Kurvenelement gegeben ist durch die Gleichungen der 
Kurve, zu der es gehört. Diese seien: 

X (a?, y, ä) = 

^1 [x, y, ^) = 

Seine Projectionen c£r, dy^ dz genügen demnach den Glei- 
chungen : 

QX Oy ^ 0% 

und seine Neigungstangenten sind : -^, -^. Soll das Element 

dem Büschel angehören, mit anderen Worten, auf einer Tan- 
gentialebene liegen, so muss ein Strahl pq des Normalenkegels 
darauf senkrecht stehen ; es muss sein : 

dx , dy t 

Die Neigungstangenten — und -— kann man aus den vorigen 

Gleichungen bestimmen. Wenn nun, nachdem dies gesche- 
hen, die vorstehende Gleichung mit der Gleichung F^sO für 
einen der Kurve angehörigen Punkt oryz ein reelles Werthepaar 

P. Du Bois-RBmoND, Beitrag. 8 
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für p uud q argiebt, so gehört das zum PuokX Cßyai gehörige 
Element der Kurve offenbar zum Strahlenbttscbel. 

Wir werden später sehen, dass dies die einzige Bedingung 
ist, welche eine Kurve erfüllen muss, um auf einer Integral- 
oberfläche liegen zu können, und wir können sie folgender- 
massen kurz ausdrücken. 

Betrachten wir in den Gleichungen A = 0, i^ = der ge- 
gebenen Kurve z als Argument , so wird die Kurve zwischen 
solchen Grenzen von z auf einer Integraloberfläche liegen kön- 
nen, zwischen denen die Gleichungen : 

AssO, >li=0, F=:0, 

/ bX bX,\ f öA U, \ ( blhX,\ 

nachdem man daraus x und y elimirt hat, reelle Werthepaare 
für p und q ergeben. 

§.9. 
Beespitulation des Vorigen. 

Legen wir um die Spitze des Normalenkegels eine Kugel, 
so sind also auf derselben zunächst folgende Kurven bemer- 
kenswerth. Einmal die Directrices des Normalenkegels und 
zweitens diejenigen des Polarkegels. Die letzteren begrenzen 
ein Gebiet auf der Kugelfläche, welches der Ort ist der Punkte, 
in welchen die Tangenten an die Integralkurven vom Mittel- 
punkt aus die Kugeloberfläche treffen. 

Ebenso gut wie wir zu jedem Strahl des Normalenkegels 
einen Strahlenfächer der Integralkurvenelemente construirt ha- 
ben, können wir zu jedem Strahl des Strahlenbüschels einen 
oder mehrere Normalenkegelstrahlen aufsuchen, indem wir 
durch die Kegelspitze senkrecht auf die Integralkurve eine 
Ebene legen. Sie trifll den Normalenkegel in den gesuchten 
Strahlen, wobei ich nun jede Voraussetzung über die Gestalt 
des Normalenkegels fallen lasse. 

So zerfällt das von den Directrices des Polarkegels be- 
grenzte Gebiet in mehrere neue Gebiete : je nachdem es näm- 
lich von Strahlen des Büschels getroffen wird, die auf einem, 
zweien oder mehreren Strahlen des Normalenkegels senkrecht 
stehen. 
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§. 10. 
Einige allgemeine Bemerkungen über Polarkegel. 

Coiislruirt man für klle iPunkle der Directrix einer Kegel- 
flache die sie senkrecht schneidenden grössten Kreise, trägt 
aufwiesen grössten Kreisen von ihren Schnittpunkten mit der 
Directrix aus Quadranten ab, und verbindet die Endpunkte 
der Quadranten durch eine E^urve, so ist diese die Directrix 
des Polarkegels. Sie steht auf den grössten Kreisen senkrect^t| 
zu Folge des Satzes, dass zwei Kurven, welche auf einer Ober- 
fläche senkrecht durch dasselbe System von kürzesten Linien 
gezogen werden, von allen diesen kürzesten Linien gleieh lange 
Stücke abschneiden. Daraus ergiebt sich noch, dass die Kegel 
gegenseitig polar sind. 

Es sei üun P (a, 6) = die Gleichung einer Kegelfläche 
in Neigungstangent'en ihrer Strahlen. Die Neigungstangenten 
des mit dem Strahl ab conjugirten Strahls des Polarkegels 
seien a, ß, so gilt die Gleichung : 

aa + 6/J+1 =0. 

Man erhält nach dem Vorigen die Gleichung F^ (a, ß) ^ des 
Polarl^egels durch Elimination von aund& aus den Gleichungen: 

F (a, 6) =0, (ux^bß^i =0, If /?- ^ a«0. 

Man muss also die Gleichung F (a, 6) =s zurückerhalten, 
wenn man a und ß aus den Gleichungen : 

F,(a,/?) = 0,aa + 6/?+< =.0,^6-^0=0 
elimittirt. 

Um den analytische Grund dieser Reciprücität kennen zu 

lernen, abstrahiren wir von der geometrischen Anschauung, 

und sehen : 

M = F (a, 6) = a 

als eine gegebene Gleichung zwischen denVariabelnaundban. 
Hierzu kommt dann noch eine andere Gleichung: 

v=A(a, by a, /?) s*sO 

zwischen den vier Yariabeln a, fr, a, ß, welche die frühere 
aa -4- 6/? -f- 4 sa vertritt. Lässt man diese vier Variabein va- 
riiren, so kommt : 
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Da wir vier Variabele und nur die zwei Gleichungeii w =r 0, 
t; SS haben ) so können wir zwischen den Yariabeln noch eine 
Relation annehmen, ohne ihnen die Veränderlichkeit zu rauben, 
und wählen diese : 

woraus folgt : 

Zunächst ergiebt sich nun : 

Denkt man sich in u » die a, b durch die a, ß mit Hülfe der 
Gleichungen v=sO, (-k— -t|- ) s ausgedrückt, so ist auch : 

mithin : 

Auf der Coexistenz der Gleichungen: (5^51") —^j (d^5j) ~ ® 
beruht die in Rede stehende Reciprocität. 



Bar Folarkegel ist der Ort der Elemente der Charakteristiken imd 
die Gleichung 0ssO (§. 7) eine totale Diflferentialgleichuiig. 

Jede Tangentialebene , die durch 'die Spitze xyz des Nor- 
malenkegels geht, wird von allen übrigen geschnitten. Geht 
man von einem Strahl des Normalenkegels zu einem unendlich 
nahe gelegenen über, so schneiden sich die diesen beiden 
Strahlen entsprechenden Tangentialebenen in einer iinie, 
welche in unmittelbarer Nähe des Punktes xyz mit dem Ele- 
mente einer Charakteristik, d. h. einer Schnittkurve unendlich 
naher Integraloberflächen zusammenfällt. Es ist dies Element 
also ein Strahl. des Polarkegels. Mithin ist der Polarkegel der 
Ort der Elemente der Charakteristiken, die durch die Spitze 
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des Noirmalenkegels gehen. Ich werde ihn deshalb auch den 
»charakteristischen Kegel« nennen. 

Die übrigen Schnittlinien der Tangentialebenen sind die 
demente der Schnittlinien von Integraloberflächen, welche 
sich unter endlichem Winkel treffen (§. 4) . Wir können nun 
auch leicht einsehen, warum, allgemein zu reden, die Oerter 
dieser Linien nicht solche Integraloberflächen sein können, die 
von beiden sich schneidenden verschieden sind. Denn damit 
durch eine solche Linie eine , von den sich schneidenden ver- 
schiedene, Integraloberfläche ginge, mttssten auf der Schnitt- 
linie nicht allein die Normalen an die sich schneidenden Inte- 
graloberflächen, sondern auch die Normale an die Oerterober- 
fläche senkrecht stehen. H. a. W. es müsste eine durch die 
Spitze des Normalenkegels senkrecht auf die Schnittlinie ge- 
legte Ebene den Kegel dreimal schneiden, was nicht allgemein 
zutreffen kann. 

Die Gleichmigen einer Charakteristik denke man sich in 
xyz gegeben, und z sei das Argument, dann sind 

die Neigungstangenten des Elements , welches den Punkt ocyz 
passirt. ^Wir können demnach in der Gleichung Ö) = (§. 7) 
X und y' statt a und b schreiben und erhalten so eine totale 
Differentialgleichung : 

O (aj, y, z, x\ y') « 0, 

welche die Differentialgleichung der Charakteristiken ist, und 
mit deren allgemeiner Theorie wir uns nun beschäftigen wollen. 



III. lieber totale Differentialgleichungen von der Form 

O [x, y, z, X, y) = 0. 

Erst nachdem ich das vorliegende Kapitel geschrieben 
hatte, erlangte ich Einblick in die von Pfaff erwähnte Ab- 
handlung Mongb's : 

(Par. M6m. 1784, S. 502). Supplement, ou Von faü voir 
gtie ks ^quoiUons aux differences ordmaires pour lesquelks les 
condUüms d'nUdgrabäüe ne sont pas satisfaites sont susceptibles 



ri 
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düune vMtoble int^gratian et qm dest de cette intägraUon que di^ 
pend ceUe des Squations at^x d^&ences parUeUes^ Üe^4es. 

Es ist diese schwungvoll geschriebene und gedankenreiche 
Abhandlung noch heute höchst lesenswerthi Wenngleich ich 
übrigens daselbst die Form des allgemoinen Integrals der .tota-r 
len Differentialgleichungen bereits vorgefunden habe, so ^ehe 
ich mich doch nicht veranlagst, dieses Kapitel zu u,i;iterdrQcken, 
\veil die Interpretation des Int;egral(s, die Prüfung und Begrün- 
dung seiner Allgemeinheit , die hin2(utretende,Be4ing]angsiglei- 
chungund dergleichen, ausderKegQltbeorieBoiitLeiofati^eijt, aus 
der MoiiGE^schenVorstellungs weise sich gewiss ziemlich schwer 
ableiten lassen, und auch in der erwähnten Abhandlung zum 
Theil nicht, zum Theil in ganz, anderpr Form gegeben sin4t 
Der Zweck, den ich hier verfolg^, ist übrigens der umgek^brte 
von dem MonWs, da ich die. Integration, dßr Gleichung <{>s=p 
von derjenige der Gleichung F = abhängig mache. 

Ueber die geometrisohe Bedeutung der nicht linearen totalen 
Differentialgleieliuiigen mit drei Variabein. 

Diese Gleichungen. können, eijjLer noch heut a^u Tage trot;E 
MoN6£ und Pfaff öfters ausgesprochenen Ansicht zuwider, in- 
terpretirt werden, und haben einen guten geometrischen Sinn. 
Construirt man nämlich für jeden Punkt ocyz des reellen Rau- 
mes als Spitze den Regel : 

dessen laufende Coordinaten also ^ij^ sind, so erhält man eine 
Kurve , deren Gleichungen die vorgelegte <{> == identisch er- 
füllen müssen, wenn man verftlhrt, wie folgt« ,. Ypn,€iiyBi^m h^^ 
liebigen Punkt ocyz geht ^ man auf eine^) Strahl des Kegels 
(D=0, dessen Spitze der Punkt xyz ist, bis zu einem sehr nahe 
gelegenen Punkt cc, «= a? ^ <fec;, yx^y-^dy^ %^taz%^ dx* Man 
construirt dann den Kegel cOiyt^i"*) und geht ^tanH'auf ekktai 



*) Ich werde in Zukunft Öfter einen Kegel durch die Coordinaten sei- 
ner ^Spitze hezeiohnen. So ist der Kegel ayf/x derjenige, weldier für den 
Punkt xyg als Spitze construirt ist, nämlich der Kegel ^{x, ff^ z, «'» y')^0. 
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beliebigen Strahl dieses Kegels weiter bis zu einem dritten 

Punkt a^9ts<ß^*h (te,, ^2 *■ !/i *** %i) ^2 ** ^i "♦" ^^v ^- ^- *• ®*® 
Kurve, welche die Grenze der so erhaltenen polygonalen Li- 
nie bildet, ist eine der in der Gleichung (Z> = enthaltenen 
Kurven. 

Dies festgestellt, ergiebt sich, dass, wenn neben der Glei- 
chung (Z>s=0 die Gleichung {7= irgend einer Oberfläche, die 
aber durch den reellen Raum geht, gegeben ist, durch beide 
Gleichungen C/" = und = im Allgemeinen eine Schaar 
räumlicher Kurven bestimmt ist, welche folgendermassen con- 
struirt werden kann. Man construirt für irgend einen Punkt 
der Oberfläche den "zu ihm gehörigen Kegel. Schneidet dieser 
Kegel die Oberfläche nicht, so entspricht den Gleichungen 
= 0, i7= kein System räumlicher Kurven. Die analytische 
Bedingung dafür, dass der Kegel die Oberfläehe schneide, ist, 

dass die Gleichungen ü^= 0, = 0, — = 0, wenn man daraus 

eine von den Grössen xyz eliminirt hat , ein reelles Werthe- 
system von x' und y liefern. Schneidet der Kegel die Ober* 
fläche, so hat man in der Schnittlinie von seiner Spitze bis zu 
einem unendlich nahe gelegenen Punkt weiter zu gehen, zu 
diesem Punkt abermals seinen Kegel zu construiren, u. s. f. 
Auf diese Weise entsteht auf der Oberfläche ein Individuum 
der Kurvenschaar. Die Gleichungen dieser Schaar sind erstens 
fTsO und dann das Integral der durch Elimination z. B. von 

iiTT 

y und y aus = 0, i7=0, -^ = erhaltenen gewöhnlichen 
Differentialgleichung. 

Wir sehen also , dass zur vollständigen Bestimmung einer 
in der Gleichung 0=0 enthaltenen Kurve ihr Anfangspunkt und 
eine ihrer Projectionen gegeben sein muss. Es wird daher das 
Integral der Gleichung = in seiner allgemeinsten Form 
eine willktlrliche Funktion und eine willkürliche Gonstanto 
enthalten. Ich werde nun zeigen, wie man ein Integral mit 
einer willkürlichen Funktion fin4en kann, lasse aber dahin- 
gestellt, ob diese Integration em anderes Interesse hat, als 
das einer reinen Transformation der Gleichung «s 0. 



24 I* Abschnitt : Construction der Differentialgleichungen etc. g. 4 3. 

§. 43. 
Ueber die Form dee aUgemeinen Intagrals der Oleiehnng ^»0. 

Nehmen wir neben der Gleichung (D = irgend eine 

andere : 

/•(a?, y, z, a, /?) =0 

an, in der a und ß Parameter bedeuten, eliminiren aus 
/" Ä 0, ~ = 0, = z. B. y und y\ integriren die so erhal- 
tene Gleichung, dann sei : 

fi (^, y, SS, «) /*, y) = 
das Integral der so gewonnenen Differentialgleichung. Die bei- 
den Gleichungen /*= und /i = bilden ein Integral mit drei 
Constanten der Gleichung (Z> = 0. Sieht man darin a als Funk- 
tion von Zj ß und y als Funktionen von a an, und differenzirt 
beide Gleichungen nach js, so kommt : 

Setzt man die beiden Klammem rechter Hand gleich Null, so 
bleiben die Werthe von x, y, x\ y der Form nach dieselben, 
und genügen daher der Gleichung (D = 0. Wenn man ntin xyz 

aus den vier Gleichungen : /=0, /i=0, "^=öj-^ — ^ elimi- 
nirt, so enthalt die Resultirende a, /9, y, /?', / und ist folglich 
eine neue totale Differentialgleichung. Haben aber beide Funk- 
tionen /"und f^ eine solche Form, dass : 

ist, so ergiebt sich ß* ss y und die vier Gleichungen reduciren 
sich auf folgende drei : 

' "' da ^' da* "' 
welche nun in gewisser Beziehung die Rolle des- allgemeinen 
Integrals der Gleichung (Z> s spielen, weil in ihnen eine will- 
kttrliche Funktion ß von a vorkommt. Sobald man über diese 
Funktion verfügt hat, geben die drei Gleichungen durch Elimi- 
nation von a allerdings ein Integral in zwei Gleichungen der 
Gleichung = 0. In jenem Integral in drei Gleichungen fehlt 
indessen die willkürliche Gonstante, und statt dessen finden 
sich darin die Differentialquotienten ß' und ß^'^ weshalb man 
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ihm auch nicht volle Allgemeinheit zuerkennen kann , wie dies 
öfters geschehen ist. Ist neben dem Integral eine Bedingung in 
ccyz gegeben, so liefert deren Elimination aus der Bedingung 
und den drei Integralgleichungen eine Differentialgleichung zwi- 
schen a, ß, ß', ß", nach deren Integration man eine Constante 
zu yiel hätte,' welche zwar durch Einsetzen des Integrals in die 
Gleichung = ihre Bestimmung finden würde. Man erhält 
jedoch durch folgende Betrachtung sofort eine Differentialglei- 
chung von der ersten Ordnung. Die gegebene Bedingung sei 
g>ssO. Differenzirt man diese Gleichung und die beiden er- 

df 

sten Integralgleichungen fss und -^ == total nach xyza^ so 

fällt wegen der dritten Integralgleichung da heraus, und man 
kann aus den drei so erhaltenen Gleichungen die Differentiale 
dxy dy^ dz eliminiren. Dies giebt : 

df 

WO ich f* statt —- geschrieben habe. 

Nun kann man aus den Gleichungen /*= 0, /* ä 0, 5p = 0, 
Jtf = xyz eliminiren und behält offenbar eine Differentialglei- 
chung zwischen den Grössen a, ß, ß'j mithin erster Ordnung 
übrig. 

§. U. 
Ermittelung der Gleichung f^O. 

Sie ergiebt sich folgendermassen. Es sei : 

die Gleichung in Neigungstangenten n^ n^ des Polarkegels 
des Kegels (DäO. Setzt man nunp für — n„ g für — n^, so 
folgt die partielle Differentialgleichung F (a?, y, ^7 p, 9) = 0, de- 
ren Charakteristiken in allen ihren Elementen den Kegeln (DsO 
angehören und Gleichungen von der gewünschten Form : 

haben (§. 4). Hieraus folgt also das Integral in drei Glei- 
chungen 

Aus dem Obigen geht noch hervor, dass jede der in (DasO 
enthaltenen Kurven in einer Integraloberfläche der Gleichung 
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F»0 liegt. Denn beslimmt man a aus fsoO und setzl es m 

die Gleichungen -^=0, -^ ss ein, so wird die erste die 

Gleichung einer Integraloberfläche , deren Schnittlinie mit der 

Oberflttcfae ^ a«: die betreffende Charakteristik ist. Diese 

Art Gharakteristikeii mit drei Gleichungen sind nach Monos 
Rückk^hrkanten von Integraloberflächen , und wir werden bei 
Gelegenheit der Gonstruction der Integrale der Gleichung F« 
noch ausführlicher darauf zurückkommen. 

Es sei z. B. die totale Differentialgleichung © (a?', y') = 0, 
in dfer also xyz nicht vorkommen, gegeben. Diese Varia- 
bein kommen dann auch in der partiellen Differentialgleichung 
¥ (Pj q) SS nicht vor» Die Gleichungen O^O und jP s sind 
mithin die Gleichungen von Kegeln^ die Gestalt und Lage von 
einem Punkt des Raumes als Spitze zum andern nicht verän- 
dern. Es wird also durch die Gleichung einer Geraden, deren 
Neigungstangenten x' und y' sind, der Gleichung (D s Genüge 
geschahen. Auf die Eigenthümlicbkeiten eines Strahlensystems, 
wie das vorliegende = 0, werde ich später noch näher ein- 
gehen. Nennt man |iy ^ die laufenden Coordinaten der Gera- 
den x'y und verlegt die Coordinaten xyz des festen Punktes 
in ihren Gleichungen in die xy Ebene, indem man z==0 setzt, 
so werden sie : 

S^x=^x% n^y^y^' 

Sucht man nun die Enveloppe solcher sich successiviv schnei- 
dender Geraden, so hat man die o?, ^, x\ y als Functionen 
einer fünften Yariabeln oder einer von ihnen selbst anzusehen 
und danach zu differenzireo, unter Berücksichtigung der Rela-*r 
tion(Z> = 0. Dies giebt: 

mithin 

Die Funktion y von x ist offenbar willkührlich. Nimmt man 
an, sie sei gegeben, so kann man aus dieser letzten Gleichung, 
den Gleichungen der Geraden und <D = a?, x\ y eliminiren 
und erhält so die Gleichung der Enveloppe , die der Gleiohung 
<P»0 genügt. Man kann indessen auch anders verfahren. 
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Setzt man aus den Gleichungen' der Geraden 4ie Werthe von 
oi und y' in 4>ss ein, so folgt: . 



a>{^, 



n-v 



)«0. 



f 
Dies ist die Oleichung des Polarkegels des Kegels Fss 0, mit- 

hin in diesem Falle die Gleichung 6ine^ Integraloherfläche der 

Gleichung F=0. Um die Gleichung eines seiner Strahlen zu 

erhalten , hat nian die. Gleichung Ö) == nach x zu differenzi- 

ren, indem y als Funktion von x ansieht, durch Variation von 

•^ erhält man successive alle seine Strahlen. Da diese Glei- 
chung .0 = swei Qons^nten h£»t , so giebt sie differenzirt 
gleichzeitig die Gleichungen der Charakteristik : 

Ö) = 0,^=0 

und man erhält die Enveloppe der sich schneidenden Charak- 
teristiken, wenn man beide Gleichungen nach x differenzirt. 

Die erste giebt die zweite und die zweite giebt -^ rs 0. 

§. <5. 

Tritt zu der Gleichung (D = eine andere ©a= zwischen 
deüselbenTariabeln hinzu, so werden beide Gleichttngen tlurch 
eine »räumliche Eurvenschaara dargestlellt, deren Elemente die 
Schnittlinien der für jeden Punkt zu construirenden Kegel 
(D = 0, @=«:0 sind. Damit ein solches System orthogonal vx 
einer Oberflächenschaar sein könne, mttssen die Gldohungen 
(D = 0, ©=0 so beschaflEen. sein, dass — pfürcc', — gfllry' 
gesetzt, p und q die Integrabilitätsbedingung erfüllen. 

Setzt man in der Gleichung/^ (oi, y, iJ^p^ j) «=0, — a? und — y' 
für p und 9, so wird sie ebenfalls ^vbi^ totale Differentialglei** 
cbung und ihre Iiy;egr9lkurvfen sind in jedeflä Punkte normal zu 
einer durch diesen Punk^ gehenden Integraloberfl^&ehe der 
Gtfsichuiig F (o?, ff, ^^ py q) t^O. Wir i^tellen uns nun die Auf'-f 
gäbe *aur deidbrung F {x^ y, a, t-o?', ^-y') ^.d eine 3weile 
F| {xy Vy s, £c', y) s;» «u finden von dier Beschaffenbeil, dwa 
die . Kurve^schaar jP » 0, F, «= orthogonal zu einer Flachefek^ 
schaar sei. Diese Flächenschaar nmss dann eine Scbaar vqb 
Integraloberfläoben der Gleichung/* (a?,^i ;sy}>, 9) n aein* SeUt 
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Doan — p und — qr fttr x'xmdy in die Gleichungen FaO, F^ »0, 
so müssen also diese Grössen die Bedingung der Integrabiliiät : 

-S^+-^?=-S--*--S-P «'^"'"»- »>« Gleichung F = giebt, 
wenn man darin p und 9 als Funktionen von xyz ansieht : 

bF bF dp bF bq ^^ 
"Sy *5jr "Sy "SqTiy ' 

bF . ö^ ^P . ^^ Ö9 _A 

und durch Elimination von -J^ und -r^, folgt die lineare Glei- 
chung : 
bq bF bq_ bF bq ibF bF j . ÖF ^^ «. 

auf deren Integration Lagrangb zuerst diejenige der Gleichung 
F= zurückgeführt hat. 



IV. Ueber jdie linearen partiellen Differential- 
gleichungen. 

Ueber die Integration dinr linefiren partiellen Differentialglei- 

ohung mit drei Variabein« 

Sehr einfach gestaltet sich die geometrische Theorie der 
partiellen Differentialgleichungen von der Form 

F=i4|)4-Äg — 4 =0, 
wo A und B irgend welche Funktionen von xyz sind. 

Wegen 

wird : 

^ . - A(l^x]^B{7j^y)^Z^z=r^0 

die Gleichung des Normalenkegels , der also in diesem Falle in 
eine Ebene übergeht. Diese Ebene ist demnach der Ort aller 
Normalen an Integraloberflächen, welche den Fusspunkt xyz 
haben können. ^ Der Normalenkegel wird mithin ein Strahlen- 
fttcher. Dadurch erhält man ein Strahl^büschel der Integral* 
kurvenelemente , welches gar keine Begrenzung hat, da der 
Polarkegel sich auf das Loth an den Strahlenfächer im Punkt 
xyz reducirt. Es geht hieraus hervor, dass jedes Kurven- 
element auf einer Integraloberfläche liegen kann. 
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Die Charakteristiken bilden nämlich iil diesem Falle eine 
räumliche Kurvenschaar, welche man ansehen kann als das 
System der Durchschnittslini^i von zwei Oberflächenschaaren. 
D. h. jedem Punkt im Räume entspricht nur eine Charakteri- 
stik, die durch diesen Punkt geht, und ist ein Punkt einer Cha- 
rakteristik gegeben, so ist sie ganz bestimmt, wie sich dies 
sehr leicht durch Construction beweisen lässt. Man construire 
nämlich für den Punkt xyz den Normalenfächer und das Loth 
darauf, auf diesem Loth gehe man bis zum Punkt x^^^xH-dx^ 
y^ssy-i-df/y z^=z-hdz\ construire dann zum Punkt x^y^z^ wie- 
der das Loth an den Normalenföcher und gehe auf diesem 
bis zu einem dritten Punkt flCjj, ^2? ^2? n. s. f. Auf diese Weise 
entsteht eine, und kann nur eine Charakteristik entstehen. 

Jede Oberfläche , welche durch die Charakteristiken ge- 
legt wird, ist eine Integraloberfläche. Dieser Satz folgt eben- 
falls aus der Construction. Man lege durch irgend zwei 
unendlich nahe Punkte xyz und x^y^z^ die zugehörigen Char- 
rakteristiken. Denkt man sich durch beide Charakteristi- 
ken einen Flächenstreifen gelegt, so wird auf diesem Flächen- 
streifen in jedem seiner Punkte nothwendig ein Strahl des 
Normalenföchers senkrecht stehen, weshalb er ein Streifen 
einer Integraloberfläche ist. Wählt man irgend einen dritten, 
dem Punkt x^y^z^ unendlich nahen Punkt ccj^s^s' ^^ ^®8* 
durch ihn die Charakteristik und durch die Charakteristiken 
^iVt^v ^tH%H ©inen Flächenstreifen, so ist dieser ebenfalls ein 
Streifen einer Integraloberfläche und schliesst sich an den er- 
sten an. So fügt sich Streifen an Streifen und es entsteht die 
Integraloberfläche, an welcher nur die Punkte xyz\ oc^y^z^\ 
^%y%H ®*^* willkürlich sind, d. h. eine transversal durch die 
Charakteristiken gelegte Kurve. Daraus folgt, dass die Inte- 
graloberfläche nicht bestimmt ist, wenn man von ihr verlangt, 
sie müsse durch eine Charakteristik gehen, auch nicht, wenn 
sie durch eine endliche Zahl von Charakteristiken gehen soll, 
ebenso wenig wie eine Kurve bestimmt ist durch die Bedin- 
gung, dass sie durch eine endliche Zahl von Punkten gehen 
soll. Die Integraloberfläche ist nur dann bestimmt, wenn sie 
durch eine vorgeschriebene, nicht zur Schaaf ^er Charakteri- 
stiken gehörige Kiu*ve zu legen ist. 
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Die Differentialgleichungen des Systems der Charakteristi- 
ken erhä^tt man auf folgende Weise. 

Die Gleichungen des Loths an die Ebene : 

sind: 

WO fi^i£i die laufenden Goordinaten des Loths bedeuten. 
Sieht man das Loth als ein Element einer Charakteristik an, 
so hat man dx, dy, dz (die Projeetionen dieses Elements) ftlir 
fj— o?, ly^— y, ?i— Ä zu setzen, und 

dxssAdz 

dy = Bdz 
werden dann die Differentialgleichungen der Charakteristiken. 
Es seien deren Integrale 

so finden die Gonstanten ihre Bestimmung dadurch , dass man 
die Charakteristik durch einen bisstimmten Punkt x^y^ z^ gehen 
tesst* Es ist dann aaa/*(o5^, y^, zj, /? = /, (aj^, y^, z^). Den 
Ort aller Charakteristiken, die durch eine gegebene KurVe : 

gehen, erhält man durch' Elimination von co^y^z^ aus den Glei- 
chungen : 

Das sogenannte allgemeine Integral der Gleichungen Ap-hBq^i 
ist: g) (f, f,) ^ 0, 

wo g> eine willktlrliche Funktion bedeutet. Da nämlich die 
Beziehung zwischen x^, y^, z^ in den Gleichungen cc^f{x^j y^, z^) , 
/J=/*j (x^j yj, j5,) willkürlich ist, so folgt daraus eine willkür- 
liche Beziehung zwischen a imd /?, mithin zwischen fund f^. 

Statt der Gleichung 9) {f, Q ä können wir noch dem In- 
tegral die ebenso allgemeine Form : 

(o;, y, Ä, q>(u)) =s 

geben, wo q> die willkürliche Funktion bedeutet und u etwa 
/*oder/i vorstellt. Es ist die besondere und wichtige Eigen- 
thümlichkeit der linearen Differentialgleichungen, dass ihr In- 
tegral in einer Gleichung und in expliciter Form die willkür- 
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liebe Funktiaa erhält. Es findet dies sonst bei dem bitegrdl 
keiner Gleichung von der Form F (cc, y, ^, p, 9) sc statt. Mit 
a. W. man kann leicht zeigen, dass, wenn das allgemeine In- 
tegral die Form (qp, tf, *, q^(u)) » hat, man durch Elimi- 
nation Yon (p[u) immer ^ne lineare Differentialgleichung erhalt. 
Durch Differentiation von 6! nach x und y folgt : 

hS de dö dy föii ö<« 1 _. A 

be de öedyjöw bu^) _^ 

dy ^ 5s^ (5y dtt (5y " da ) "" * 

•Aus diesen beiden Gleichungen y- y^ eliminirt, erhält man 

/ de öi*\ , /ÖS du\ /de bu\ _ ^ 

\ da; "5y / ^ V öjj dy y ^ \^^ ^/ 
Hieraus q> mit Hülfe der Gleichung = eliminirt, hat die Re- 
sultirende die Form Ap-hBq^si, Die Integrale aller nicht 
linearen Differentialgleichungen müssen also eine andere Form 
wie = haben. 

Ueber die singulären Auflösungen der Gleichung 
;4p -*- j5g = 1 . Die alte Regel ftlr die Auffindung singulärer Auf- 
lösungen der partiellen Differentialgleichungen von der Form 

F(a?,y,Ä,p,g)=0, aus den Gleichungen: i<'=0,-g— «0, -^ = 

p und q zu eliminir^n, ist auf die linearen Gleichungen, von de- 
nen dieser § handelt, natürlich nicht anwendbar. Daher hört 
man auch wohl die Ansicht aussprechen, diese Gleichungen hät- 
tenkeine singulären Auflösungen. Siehabenderen aberdennoch, 
und man kann sich davon auf folgende Weise überzeugen. 

Die Charakteristiken der Gleichung Ap'hBq^sii seien wie 
oben die Durchschnittslinien der beiden Oberflächenscbaaren 
a^f[x, y, z) , ß^fi {Xj y, 5j) . Von der zweiten Schaar /S=^ will 
ich annehmen, sie habe keine Umhüllungsfläche, ihre Indi- 
viduen füllten vielmehr den Raum aus, wie eine Schaar pa- 
ralleler Ebenen. Die Schaar a = /*soll aber eine Umhüllungs- 
fläche haben und zwar eine solche, welche derOrt der succes- 
siven Durchschnittslinien der Oberflächen mit den Parametern 
a, aj = a-*-da, a^^a^-^da^, etc. ist, wo da, da^, unendlich 
kleine Grössen vorstellen. Eine jede Oberfläche« wird längs 
ihrer Durchschnittslinie mit der Oberfläche a 4- da die Umhül- 
lungsfläche berühren. Fasst man nun eine bestimmte Ober- 
fläche a ins Auge , so wird ihre Durchschnittslinie mit einer 
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der Oberflächen ß dieUmhttllungsfläche nur in einem Punkt be- 
rühren, wenn nicht der besondere Umstand eintritt, dass die 
Durchschnittslinien der Oberflächen a und ß mit denen der 
Oberflächen a und a -4- dor zusammenfallen, ein Umstand, auf 
den hier keine Rücksicht genommen werden soll. Mit einem 
Worte, die Umhüllungsfläche der Oberflächen a ist der Ort der 
Umhüllungslinien der Durchnittslinien der beiden Oberflächen- 
schaaren a und /?, also nicht der Ort dieser Durchschnittslinien 
selbst, mithin wird die Gleichung der Umhüllungsfläche der 
Oberflächen a nicht in der allgemeinen Gleichung der Oerter- 
flächen der Charakteristiken crss/) ß^f^ enthalten sein. 

Es sei aas/* z. B. die Gleichung einer Schaar Kugeln von 
gleichem Halbmesser ^, deren Mittelpunkte auf der x Axe lie- 
gen, und a sei die x Coordinate der Mittelpunkte, daher : 

er =s a? -I- r, 
wo r = + V^?*-"y^""^*j /^=/i sei die Gleichung einer Schaar 
Ebenen, nämlich: 

j9sa7-t-y + is. 
Die Umhüllungsfläche der Schaar a^x-hr ist ein wagrechter 
Kreiscylinder mit dem Halbmesser ^, dessen Axe mit der cd Axe 
zusammenfällt, und dessen Gleichung ist: y'-f-js^s^^. Die 
partielle Differentialgleichung der Oerterflächen der Charakte- 
ristiken a^x-k-r^ ßsssx-hy'-^s! lautet : 

p - — - — q = 1. 

Diese Gleichung wird durch das Integral y*4-js*=ß* befriedigt, 
denn es lässt p und r verschwinden und q wird — — . Das all- 
gemeine Integral vorstehender Differentialgleichung ist aber: 
a74-rÄ5p(a?-*-y-4-js), und durch Verfügung über q> lässt sich 
daraus offenbar nicht y* 4- ä* ^ q* herleiten. 

Um das singulare Integral mit Umgehung des allgemeinen 
Integrals aus der Differentialgleichung zu ziehen, hat man (§. 3) 
die Flächen zu suchen, welche die Grenzen des Gebietes bil- 
den, in dem a?'= A und y==B gleichzeitig reell sein können. 

Da in diesem Fall x'ss -?^i^, «'=—-?—?. ist, so sieht man, dass,. 

wenn y* h- z^ durch den Werth ^* hindurchgeht, x' und y' vom 
Reellen zum Imaginären übergehen. / 



I 



Zweiter Abschnitt 

Die Constraotion der partiellen Differentialglei- 

chungen zweiter Ordnung. 



Es gelingt nicht leicht, eine der im §. 6 gegebenen ana- 
loge CöDstructioQ für die ' partiellen Dififerentialgleichungen 
zweiter Ordnung mit drei Variabein zu finden. Soll die Diffe- 
rentialgleichung vollstfindig sein, d, h. alle drei zweiten Diffe- 
rentialquotienten r, 8, t enthalten, so kann man sie sogar nur, 
)so weit ich die Sache übersehe, erreichen durch gewisse 
Sciiaaren.von Oberflächen zweiten Grades, die f(}r jeden Punkt 
im Raum zu conistruiren sind, was dem Problem der Constnio- 
tion ihrer Integraloberflacben auf diesem Wege den Charakter 
unentwirrbarer Complication verleiht. Ich habe in Folge des- 
sen einen anderen Weg eingeschlagen, der darin besteht, dass 
ich die Grössen/) und q als die zOrdinaten zweier Oberflächen 
ansehe, die, mrit der Integräloberfläche durch gewisse Gleichun- 
gen verbunden, gleichzeitig mit ihr zu cönstruiren sind. Im 
gegenwärtigen Abschnitt werde ich nur die Elemente der 
Lehre von den Charakteristiken der in Rede stehenden Diffe^ 
rentiaigleichungen darlegen, da zur weiteren Durchführung 
derselben erst im folgenden Abschnitt zu entwickelnde Prtn- 
cipien erforderlich smd. 

V. Zur Tbeorii^. der Charakteristiken der partiellen 
Differei|tialgleieJ|ii|iigeii iweiter Ordnung. 

§47. 

Uebev Sys^me iron swei UneSren partiellen Differential- 
glfiiohuiigaii enter Ordnung mjbt vier Veciabeln. 

Es sei gegeben folgendes System von Differentialglei- 
chungen : 

P. DU Boit-BiTMOND, Beitrage. S 
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j mp -hvq =4, 

wo Uj V, u, ö irgend welche Funktionen von öc, y, j», «, bedeu- 
ten und Pi und ^^ die ersten partiellen Differentialquotienten 
von z^ nach x und y vorstellen. 

Es wird beiden Gleichungen offenbar durch ein System 
von zwei Gleichungen zwischen xysz^ genügt, und ihr Inte- 
gral kann mithin dargestellt werden durch zwei Oberflä- 
cheui deren Gleichungen sein mögen: 

Diese Oberflächen wollen wir construiren. 

loh werde conjugirte Punkte der beiden Oberflttchen 
solche nennen, die auf einer % Ordinate liegen, und Ebenso 
werden als conjugirt alle Bestandtheile der beiden 
Oberflächen zu bezeichnen sein, welche conjugirten 
Punkten angehören. 

Dies vorangeschickt, denke man sich in den Gleichungen I 
statt p 9 Pi 9i gesetzt die Neigungstangenten der congugirten 
Normalen : 

^0 & 9t ^i ^n 9i) & deren laufende Coordinaten bedeuten^ 
so folgt: 

Mit Hülfe dieser Gleichungen kann man nun zunächst diß Diffe- 
rentialgleichungen I construiren. 

Man markire auf einer z Ordinate, die den Fusspunkt ^ 
hat, zwei Höhen z und jk^, construire zum Punkt z als Ursprung 
den Normalenstrahlenföcher, dessen Lage bestimmt i/st durch 
die Neigungstangenten (i^, i;) seines Loths. Ebenso construirt 
man für den Punkt z^ den Strahlenfttolief depNbrmaW* des- 
sen Loth die NeiguAgstangenten (tt; )>} hat. *Die Lethe an beide 
Strahlenföcher sind offenbar die Elemente der conjugirten Cha- 
rakteristiken, welche durch die Punkte x und i^^ gehen. Denn 
jedes Paar von conjugirten !ntegfftlt)berfl8chen,'-^elohes durch 
diese beiden Punkte geht, muss auch diese Lothe enthalten, 
da auf ihnen alle Strahlen der beiden Fächer senkrecht stehen. 
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Denkt man sich nun den Punkt z fest, den Pnnkt js^ beweg-- 
lieh, so sieht man, dass, während der Punkt z^ alle Lagen auf der 
z Ordinate durchläuft, das Loth an den Strahlenfächer z einen 
Kegel, den charakteristischen Kegel beschreibt. Für 
jede Lage der Punkte z und z^ ist mithin die Lage der conju- 
girten Charakteristiken eine feste, und sie variirt für beide 
Punkte, wenn die Lage des einen Punkts verändert wird. 

Will man nun aber mit den angegebenen Elementen die 
Construction der Charakteristiken fortsetzen, etwa wie wir 
dies bei den Charakteristiken der Gleichung Ap^Bq^\ im 
vorigen |. gethan haben, so stösst man auf eigenthümliche 
Schwierigkeiten ,• die ganz neue Ueberlegungen ver^anlasßei^. 
Dieselben Schwierigkeiten kehren im Allgemeinen bei den 
partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung wieder, 
und da sie, wie mir scheint, der Grund sind, warum man bis 
jetzt keine allgemeine Methode der Auflösung der partiellen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung besitzt , so will ich in 
diesem sehr einfachen Falle, sie näher bezeichnen. 

Man denke sich für die Punkte xyz und xyz^ die Element^ 
der Charakteristiken construirt. Die Enden der Elemente, 
welche nicht in der z Ordinate mit dem Fusspunkte (cy liegen, 
befinden siph in zwei andern z Ordinaten mit den Fusspunk*^ 
ten cc'y\ x\y\^ imd ihre Höhen werden sein z'z\. Ich nehme 
nun an, man wolle die zu xyz^ gehörige Charakteristik weiter 
construiren. Zu dem Zweck construirt man nattlrlich zunächst 
den charakteristischen Kegel für den Punkt x\y'^ s/. Wel- 
chen Strahl dieses Kegels man zur Fortsetzung der Charakte- 
ristik wählen soll, hängt aber ab von der Lage des Punktes, 
in welchem die z Ordinate mit dem Fusspunkt x\ y\ die 
Oberfläche schneidet, zu der die Charakteristik xyz gehört. 
Allein diese geht nicht durch die z Ordinate mit dem Fuss- 
punkt x\ y\ j sondern eine andere benachbarte, deren Lage 
von den willkürlichen Funktionen des Integrals des Systems II 
abhängt. Mithin hängt auch der fernere Verlauf der Charakte- 
ristik xyzi davon ab. Die Charakteristiken bilden also für ein 
System, wie das System I, nicht eine Kurvenschaar, deren 
Integralgleichungen nur Constanten statt der Dif- 
ferentialquotienten ihrer Differentialgleichungen 
enthalten, sondern ihre Gestalt hängt von will^ 

3* 
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kürlichen Funktionen ab und hierin liegt die erwähnte 
Schwierigkeit. 



ConBtrdetion der Integraloberfläohen des Systems I. 

Ich werde hier die Construciion der conjugirten Integral- 
obeHlttchen des Systems I mittheilen, weil sie das analytische 
Problem in ein vollkommen durchsichtiges und sehr einfaches 
geometrisches verwandelt. 

Der Einfachheit wegen nehme ich an, es seien auf der 
o^z Ebene zwei willkürliche Kurven z^q>{x)^ z^^g)^{x) ge- 
zogen, von welchen die Construction auszugehen hat. Von 
diesen Kurven werden wir nur die zwischen den z Ordinaten 
fttr die Fusspunkteajundcc, (später^ und ^(") genannt) befind- 
lichen Stücke gebrauchen. Wir markiren nun auf dercc Axe von 
X an bis o?, die Punkte ^, ^', ^", ... ^W und bezeichnen die zu 
irgend einem Punkt ^W gehörigen Elemente der conjugirten 
Charakteristiken mit (wW, i;(**)) ; (u^**), ö(**)) . Nun construiren 
wir zum Punkt ^ das Element (u, v) (von dem wir annehmen 
wollen, das seine Projection auf die xy Ebene sich mit der 
Projection des Elements (u', t)') in der Gegend der positiven y 
schneidet, und dass seine Richtung mit derBichtung^, ^', .. $(***) 
einen spitzen Winkel bildet) ; zum Punkt ^' die Elemente {u\ v) 
und (u', t') ; zum Punkt ^" die Elemente (u", v") und (u", t)' ) 
u. s. f., endlich zum Punkt ^(*») nur das Element (u^^), t)(*")), 
von dem wir wieder der Bequemlichkeit halber annehmen 
wollen , dass es sich in der Gegend der positiven y mit dem 
Element (uf^^^\ vC*»— *)) schneidet, und einen spitzen Winkel 
mit der Richtung ^W, ^('»-*)...^ einschliesst. Die Projectio- 
nen der Elemente : 

[UjV) und (u', t/) ; [u, v) und (u", t)") ; .... 
{u(*^-')y v(*"-*)) und (uW, i>('^)) 
schneiden sich in einer Reihe Punkte, die wir mit 

bezeiehnen wollen. G<enau die nämliche Constractjon können 
wir, von diesen Punkten, statt von den ^,'^,^"...^('"> ausge- 
hend, ausführen; sie liefert uns die Fortsetzung der Projec- 
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tieDen der Elemente der conjugirten Charakteristiken bis zu 
«iner dritten Reihe von Punkten : 

und diB*Gh mehrmalige Wiederholung det nämlichen Gonstruc- 
tion gelangen wir schliesslich zu den Reihen : 

Vw— 2» V W— 2> V W— 2 

und haben somit das Stück der Projectiouen der beiden 
Schaaren von Charakteristiken construirt, welches eingeschlos- 
sen ist : 

1) von der Linie: ^, ^', ^'', .... ^C*») 

2) von der Charakteristik:^, ^j, ^^j •••• ?m 

3) von der Charakteristik: ^W, $/">-0, ^j^C*^-»), ...^^. 

Nur in dem Falle, wo — und — gleichzeitig von z und z^ frei 

sind, und in einem anderen, sofort zu besprechenden Fall 
hängen die Projectionen der Charakteristiken auf die xy Ebene 
nicht von den Kurven z^g>, z^^q>^ ab. Nachdem diese Con- 
struction durchgeführt ist, denken wir uns den Uebergang zur 
Grenze in der Weise bewerkstelligt, dass der Abstand 0?^ — x 
beibehalten, die Zahl m der Punkte^, ^\. aber unendlich wird. 
Es gehen dann die beiden sich kreuzenden Schaaren von Cha~ 
rakteristiken : 

% Vv *2. - ^mi ^', ?/, *2, ••• *m-i; etc. 

*n ^Z*^*^, ... $m; ^('^-*), */*'•""^ •••• ^m-i; etc. 

in zwei Schaaren stetiger Kurven tiber, deren Oerter die con- 
jugirten Integraloberflächen sind. Allein, upd dies ist wichtig, 
mittelst der Kurvenstücke von x bis x^ kann nur 
das Stück conjugirter Integral Oberflächen zwischen 
den Punkten $, ^Wund^|„ construirt werden, nur 
dieses ist durch die zwischen den Grenzen x und 
a?| willkürlich hinzuzeichnenden Kurven z=sqf und 
^i^9^i bestimmt. 

Ausserdem ergiebt sich, dass man durch die Kurven z^sq^ * 
und z^ssq)^ nur ein Paar conjugirter Integraloberflächen des 
Systems I legen kann. 

Ich werde noch nachträglich nachweisen, dass wir e3 hier 
mit dem einzigen System von Charakteristiken zu thun haben, 
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welches das System Ifeulfisst, d. h. mit den einzigen Eorven, 
deren Elemente keine RichtungsSnderung erfahren , wenn man 
die IntegraloberOache in der Weise variirt, dass sie nicht 
aufhört, durch den Anfangspunkt dea betrachteten Elements 
zu gehen. Wir nehmen an, es gebe zwei andere Richtungen 
((w), (V)) und ((u), (D)) von conjugirten Elementen der erwähn- 
ten Eigenschaft. Da nun die eine Integraloberfläche z. B. 
gleichzeitig durch die Elemente (ti, v) und ((t/), (v)) gehen 
muss, so würde eine Variation der Richtung der Normale auch 
eine Variation der Richtung ((u), (v)] bedingen, wenn man 
nicht die Integraloberfläche so variiren kann, dass die Rich- 
tung der Normale unverändert bleibt. Dies ist nun allerdings 
möglich. Allein weiter unten wird gezeigt werden, dass 
man dadurch auf keine neuen Charakteristiken des 
Systems I geführt wird. 

§.19. , 
Ueber einen einAushen Fall bei d«r Constmotion des g. « 9. 

Anders verhält sich die Sache, wenn man annimmt, es sei 
im System 1 — = ---> "^ welchem Falle es »System 11« heissen 
mag. Dann erhalten die conjugirten Charakteristikenelemente 
die nämlichen Projectionen auf die xy Ebene, und dies ermög- 
licht eine Fortsetzung ihrer Construction, ohne dass man die 
willkürlichen Funktionen zu kennen braucht. Denn da ihre 
xy Projectionen zusammenfallen, so treffen beide von conjugir- 
ten Punkten ausgehenden Elemente von Charakteristiken die- 
selbe z Ordinate in conjugirten Punkten. Und nun hängt ihre 
Fortsetzung von keiner willkürlichen Funktion mehr ab, son- 
dern ist nur auf eine Weise möglich, da nur ein Paar conjugir- 
ter Charakteristikenelemente zu zwei conjugirten Punkten ge- 
hört. Die conjugirten Charakteristiken des Systems II hängen 
mithin nur von der Lage ihrer Anfangspunkte ab. 

Kehren wir einen Augenblick zum System I des §. 47 zu- 
rück. Ich nenne die Projectionen der conjugirten Elemente 
der Charakteristiken für den Punkt x: 

dx, dy^ dzj 
für den Punkt a^ : 

d^x^ d^yy d,Ä,, 
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Daim hat ipau fUr> das System I : 

dy ^vdz stsO, 

Dies sind die Differentialgleichungen meiner Charakteristiken, 
die indessen nicht in genügender Zahl zur Bestimmung der 
Unbekannten vorhanden sind. Wird indessen w = u, v = l} ge- 
setzt , so folgt auch dx = d^Xy dy = d^y, und die Differential- 
gleichungen reduciren sich auf folgende : 

luiy — vdcc = 0, 

udz — dcDsssO, 

ndz^ — dcc = 0, 
welche die Variabein xyzz^ enthalten, und zu deren Bestim- 
mung ausreichen. Ihre Integrale seien : 

so deidiLe man sich die Constanten ausgedrückt durch die 
Goordinaten von zwei nicht conjugirten Punkten: 

auf den beiden CharakteristUien. Wir erhalten dann folgende 
sechs Gleichungen ; 

f (»', y\ V, »lO = f (ac, y, s, a,), 

/• / " " " "\ 2» / \ 

/'{a; ,y ,a ,a, ) =^f(x,y,z, «,), 

^(x ,y ,z ,z^] " ftiao, y, », »;j , 

ff(x", y", a", a,") = ^(05, y, a, «,), 

Es mtfgen die nicht conjugirten Punkte x', y, z', x", y", z" 
zwei beliebigen Kurven : 

A((r',y',a')-0, ftK',y",a/')»0, 
A. [x', y', a') - 0, /t, (o;", y", a.") ». 

angehören. Eliminirt man aus" diesen vier und den obigen 
sechs Gleichungen die Grössen: x\ y', % \ x'\ y", «/'; »/, »", 
so erhält man zwei Gleichungen «wischen denVariabeln xyzz^, 
welche , deakt man sich daraus z und z^ als Funktionen von 
x und y bestimmt, die Oerter darstellen aller coijgugirten 
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Charakteristiken, die durch beide Kurven ilss§, X^ssO und 
^s=0, /^jSsO gehen. Diese Oerter sind dann offenbar zwei 
conjugirte Inlegraloberflachen, womit das Problem der Inte- 
gration des System II vollständig getost ist. 

J AGOBI hat bekanntlich gezeigt, wie man das allgemeine Inte- 
gral eines Systems von der Form II oiit beliebig vielen Gleichun- 
gen und Yariabeln finden könnet Es schien mir indessen nicht 
überflüssig, hier geometrisch den einfachen Fall des System II 
zu betrachten, weil dadurch im Resultat eine zu grosse Allge- 
meinheit vermieden wird, und die Bestimmung der willkür- 
lichen Funktionen durch die Grenzbedingungen sich ohne 
Schwierigkeit ausführen lässt. 

Bemerkung I. Hinzuzufügen ist noch, dass offenbar 
zwei endliche Stücke von willkürlichen Funktionen im Fall^ 
des System II kein allseitig begrenztes Stück Oberfläche be- 
stimmen wie beim System I,^ da durch die den Punkten $,$'... 
entsprechenden conjugirten Punkte dcF Kurven zss q) und 
z^ = (p^ eine Schaar von conjugirten Charakteristiken ihrer 
' ganzen Ausdehnung nach bestimmt wird. 

Bemerkung 11. Es giebt zum System! gehörige For- 
men, deren Integraloberflächen eine oder mehrere conjugirte 
Charakteristiken haben, die von den willkürlichen Funktionen 
unabhängig sind, während die Gestalt der übrigen mit den 
willkürlichen Funktionien variirt. Es sei das System : 

wo V und D nur x und y enthalten , gegeben , und ich nehme 
^ an, die gewöhnlichen Differentialgleichungen : 

dx ^ dx 

hätten eine gemeinschaftliche , gleichviel ob singulare oder 
particuläre Löstmg : 

wo also y eine Wurzel det* Gleichung : , 

v — Ü5=0 

sein muss. Man h!k% dann die gew^nlichen Differentialglei- 
chungen: 
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ds diu 

düt dy ^ 

WO y aus den Funktionen w und U) mit Hülfe der Gleichung 
y.r=^q> [x] entfernt zu denken ist. Deren Integrale, ver- 
bunden mit der Gleichung y = q> der gemeinschaftlichen Pro- 
jection des conjugirten Charakteristikenpaares, sind nur von 
zwei Parametern abhängig. Es gilt also der Satz : Die conju- 
girten Integraloberfläcben des Systems I haben soviel conjugirte 
Gtidrakierifftikeapaare als die Differential^cdtlLUfl^ii : :c. 

dx ' dx 
gemeinsame Lösungen. Und wir wissen, dass conjugirte Cha- 
rakteristiken von den willkürlichen Funktionen unabhängig 
sind. Es ist klar, dass diese Bemerkung sich in gewissen 
Fällen auf das allgemeinere System I erstreckt, 

§. 20. 
D9B System I ist einer partiellen BtffersaatisIglLeicliiuig sweiter 

Ordnung äquivalent. . 

Das System I ist deshalb von besonderem Interesse, weil 
es mit linearen partiellen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung eng verwandt ist. ' Differenzirt man die Gleichung 
up-^vqssi^ nach x und y, un^ eliminirt aus den beiden so er- 
haltenen Gleichungen und dem System I ;s^j p^y q^j so erhalt 
man eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung für z. 
Geben .wir z. B.' dem System l die Form : 

up +vg Ä u?, 

und nehmen an, dass u\ v, u, D nur' von x ubd j^, it und tt) da- 
gegen von. allen- Variabein abhängen ; differemiren die erste 
Gleichung einmal nach x, . des ändere Mal nach y und addi- 
ren ihre Derivirten, nachdem, die erste mit ii, die zweite nrit 
J) multiplicirt wordeb, so folgt: 

=a ttti?Ä 4-- 1 Wy+to«?«, , 
wo die partiellen Differentiationen durch die Indices angegeben 
sind. Setzt man noch : 
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SO kann man die eben erhaltene Gleichung auf die Form : 

bringen, ,in der 4, B^ C, /), JF auf beliebige Weise nur von 
X und y, F dagegen von (c, y, «, ^ 4- w? abhängen dürfen. 
Denn die Coefficienten 4; ^> C^j A ^ lassen sich durcb die 
Funktionen w, v, u, i), t^.. und F mitteilst ip ausdrücken. 

Die GontaateJuuRilctärlstikeEa imd deren aUgomQliiA.lMiDMdbtitial«) 

gleiehusgen« 

Es sei die partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung : 

vorgelegt, so liefert das Verfajiren das Gesetz der Integralober- 
flächen durch Variation lediglich der willkürlichen Bestand«* 
theile des Integrals zu verändern, Durchschnittslinien der ur- 
sprünglichen und der variirten Oberfläche, die indessen keiner 
präzisen analytischen Definition fähig sind, da sie von den Va- 
riationen der willkürlichen Funktionen abhängen. Mt>if6B 
hatte den Gedanken ,' die Variation unter einer gewissen Be- 
dingung geschehen zU lassen, um zu einer von den Variationen 
der willkürlichen Funktionen unabhängigen Durchschnittslinie 
^ugelangen^ Diese Bedingung besteht darin ,. dass er in der 
Durchscbnittsliiiie nicht allein die Gootdinaten a^f y, s ihrer 
Punkte und die Projectionen dx, (jy, d^ ihrer Elemente, son*- 
deen auch die Richtung der Normale an die Integraloberflächa 
mithin p und q unverändert lässt. Bei der Variation ist also : 
dflDssO, (Jy=sO, (fj5=0, dps=»0, iJga^O, dda?Ä=0, dc^=0, (fd2s=0. 
Die ursprüngliche und die varürtiB Oberfläche tangiren sich 
längs der €haräikl<eristik und es bleibt in ihr der Variation 
unterwbrf eo mir r, tf, /. : Die Variation von /?=»0 liefert: 

wo:- ;.•.•;.■..■■.• 

n_-dF Q_dF rp^bF 

^="57' "^="57' ^^IF' 

Kuri'ist-^^ ;i 4 •. i ; - , .i- ;. ; .• . . ■ I- V, . 

dqs^sdx^tdy 
und dj5 z. B. ist gleich p^^p^ wo p und p^ sich auf zwei 



>A 
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aufeinanderfolgende Pui^te x y n und a?| j^| a^ der Cha- 
raktcristfk: bezieken. Dähel^ Ha^ 'm«n^d|;)|'^'d|p*m.Al^3to(^, 
^i-<^dfa*dd9=9 0,tund. i' i ./ • 

Die EHminatiöti von dr, d$, dt ergiöbt die Glöichtüig der Gha- 
rakterii^tiken : 

Man hat im Ganzen. folgende allgeitieitie Relationen zwi- 
schen den Differentialen der Variabein x, y\ i, p, q^ r^ s;^ t: 

dt=^pdx-hqdy 1)' 

dp^räx-f-sdy 2) 

dq = sdx + Üb/ 3) 

drssadcc-t-brfy 4) 

ds =s tdcD + cdy 5) 

dt= cdx + bdy 6) 
wo mit a, 6, c, b die vier dritten Differentialquotienten von s 
nach X und y bezeichnet sind. Die Differentiation nach o? und y 
der Gleichung F=0 ergiebt: 

Äb + Sc + Tbr4-iIj=0, 
wo: 

Aus diesen 'Gleichungen mit Hülfe der obigen a, 6, C, b eliminlrt 
folgt wegen 9t = : 

' • Adsdy-^ Tdtdx^n^daodyt=.^ Vf) ^** 
Die Gleichungen %^^,D\)%^ sind diu 6 Gleichungen, die 
man für die Charakteristiken erhalten kann. Addirt man A\6 
beiden Gleichungen 9?i, nachdem man die erste mit dx^ die 
zweite mit '% multipliciH, und «ie^ht vofh Rei^ultat Stcb ab, so 
erhult man ÜF.dxdi/ssiO oder dP'tm 0. Ist die Glieichüng F« 
liii«ür, d. h» ha% sie die Form : ' 

wo Ä, S, r, U Funktionen von x, y, ä, p, g sein können, so 
kann man die Gleichungen der Charakteristik ein wenig mo- 
dificiren. Die Elimination von r, s, t aus den Gleichungen 
Di), D 3), Fl liefert wegen Rm^ : 



44 II* Abschnitt : Gonslr. d. part. MlereDttalgl. zweiter Ordn. g. 2S. 

9}f = A(^+ Tdqdx^ Udxdy^O. 
Man hat also in 9t, Vi; und D 4) drei Gleichungen, die nur die 
fünf Variabein a?, y, z, p, q enthalten. Diese letzteren liegen 
bekanntlich der MoNGB-ÄHPftRB'schen Theorie zu Grunde. An 
ihre Stelle treten aber auch bei den linearen Gleichun- 
gen, wenn es sich um die allgenieinen Gleichungen der Cha* 
rakteristik handelt, die 6 Gleichungen: 9t, 9t| 4} und 2), 
/>4),2),3). 

Bemerkung. Ich bemerke noch, dass man mit den Glei- 
chungen : FssO und dFssQ eine der Variabein Xy y,«, p, g, r, «, t 
eliminiren kann. Man behält dann ihrer 7, und die fünf Glei- 
chungen: 9t, 9tj 4), i> 4), 2), 3). Findet man noch eine Be- 
dingung, der man die Charakteristiken genügen lassen kann, 
so ist der Einfluss der willkürlichen Funktionen auf ihre Ge- 
stalt beseitigt, und man würde ihre Gleichungen mit 6 will- 
kürlichen Parametern erhalten. Wir werden in der Folge den 
Nutzen dieser Bemerkung erkennen. 

§. 22. 
Ueber die Charakteristiken des vollständigen Integrals von 

f" = o. 

Unter den Integralen mit wiUktlriichen Constanten der 
vollständigen partiellen Differentialgleichung zweiter Ord- 
nui^ P {x^ ^j %j p, 9, r, ^ , ^) s ist es das mit fünf Gonstanten : 

/•(ac, y, Ä, a, /?, y, «, ö=0, ^. 
welches, wenn irgend eines, den Namen des vollständigen 
Integrals verdient, deshalb', weil man, gleichviel weiches 
seine Zusammensetzung $($i, zu jener vollständigen Differential- 
gleichung gelangt durch Eliminatioil der fünf Parameter aus 
der Gleidiung /» tmd deren Derivirteu nach os, y, xx, xy, yy. 
Wir wollen hier die Gleichungen der Charakteristiken det In- 
tegraloberflächen /*aB aufsuchen, die offenbar nicht von will- 
kürlichen Funktionen abhängen, sondenCi ausser den Parame- 
tern a, /?, ... deren nur noch einen enthalten- können. Setzen 
wir: 

80 ist : 
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eine erste Gleichung der CharakteristflDen. Zwei ändere sind 

nach dem. Vorigen : 

dp =5 0, dg = 0, 
wo 

bx by 

und die letzte Gleichung ergiebt sich durch Elimination von 

dXj dy aus den Gleichungen : 

drdx + dsdy s= 0, 

dsäx-V- dtdy^Q. 
Sie lautet : 

d«* — drdi=0, 

wo r, 5, ^ ebenfalls auf bekannte Weise aus den Differential- 
quotienten von /^ gebildet zu denken sind. Aus diesen vier 
Gleichungen: d/'ssO, d/)s=0, dg^O, ds*— drd^asO hat man 
drei der Verhältnisse -~, -^, — ^, --- zu eliminiren und das 

dn^ da^ dtt^ da 

Zurückbleibende als einen neuen Parameter c anzusehen. Die 
Elimination liefert dann eine Gleichung von der Form : 

welche gleichzeitig mit /*= dem Doppelsystem der Monge'- 
sehen Charakt;|öristikeh auf /'=0 angehört. Die Gleichungen 
dei* Charakteristiken hängen somit von den 6 Parametern 
c, ßj y, €, t und c ab. 

. Enthält das Integra] /'=sO eine geringere Anzahl als fünf 
willkürliche Gonstanten, so wird diese ganze Betrachtung illu- 
sorisch. 

§.23. 

mntlieiluiig der partiellen Differentifilfi^eiohnngen sweiter 
Ordnung nach ihren Chaxakteristiken. 

Aus der Gleichung 
folgt : ^ 

Die Differentialgleichungen zweiter Ordnung zerfallen also ganz 
naturgemäss erstens in solche , für die S* — 4 ßf wesentlich 
positiv ist. Diese haben zwei Schaaren von Gontact- 
charakteristiken. 
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Daim in solche, fftr die S^-^kRTtMsO ist. Die zu dieser 
Klasse gehörigen Differentialgleichungen erhält man durch Eli^ 
mination von a aus den Gleichungen : 

r + 2os-*-o*^= 2 q> (oj, y, ä, p, g, a), 

*■*■ *^ "^^ 9^ («^j y» ^) Pi 9i «)> 

wo <jp eine willkürliche Funktion aller ihrer Argumente ist, 
oder . caaa erhsdt sie durch Elimination von a aus den Glei** 
chungen : 

= [t-^ß] da -h (r-4-a) dß, 
wo ß wieder eine willkürliche ^Funktion von o?, y, s, p, g, er 
vorstellt*). Diese Klasse von Differentialgleichungen hat nur 
eine Schaar von Charakteristiken. 

Endlich kann S^— - 4 RT negativ sein. Dann hat die Diffe- 
rentialgleichung keine Contactcharakteristiken, und die Inte-^ 
gratiiHiLsmethpden , mit Hülfe deren man die Integraloberflü** 
eben als Oerter der Contactcharakteristiken auffinden würde, 
müssten im letzteren Falle Integrale mit imaginären SymbolßB 
liefern. 

Enthält F r und t nicht, hat es also die Form : 

so ist es nicht überflüssig, darauf aufmerksam zu machen, dass 

alsdann aus 

9i=dxdy = 

geschlossen werden müss, es sei dx = die Differentialglei- 
chung der Projection der einen Schaar und dy = Q diejenige der 
Projection der anderen Schaar Charakteristiken. Gemäss einer 
schon angewandten und später noch ausdrücklich zu rechtfer- 
tigenden Bezeichaungsweise, habeu wir für die ^Projectionen 
der Charakteristiken in diesem Falle : 



*) Da diese Formen, welche wir als der Gleichung 5' ~4 Ar=0 aligemein 
genügend angegeben haben, allerdings sämmtliche partikulären Integrale, 
nur nicht diejenigen, aus denen sie entstanden sind, enthalten (nach einer 
Bemerkung von Lagrange, die im folgenden Theii dieser Untersuchungen 
zur Sprache kommen wird), so muss man die betreffeaden partfikuläreti 
Integrale noch hinzufügen. Es sind folgende : 

r + 2 </^* + (fU =:(f^ 

WO (f und (fg willkürliche Funktionen von x, y, s, p, q sind. 
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oder: < 

so dass die Projectioaen der Gontactcharakteristilceu auf die 

xy Ebene zwei Schaaren von Geraden sind, die eine der 

X Axe, die andere der y Axe parallel. Die Gleichung : 

(Ja = pdx + qdy 

giebt dann für beide Schaaren : 

d^z=spd^x^ 

dz =sqdy 
und wegen 

5 = ^(07, y, Ä, p, g) . • 

kommen noch die Gleichungen : '• 

d^q = tpd^x^ 

dp = ydy 

hinzu, die sechs Gleichungen : 

dz SS qdy, rf,js=/)dj£D, 

djp • = ^dy, d^g = q>d^x 
sind dann, die Gleichungen der beiden Charakteristikenschaa- 
ren der Gleichung ss^q>. 

§.24. 

Zusammenhang der Contactoharakteristiken mit dei\|6nigen 

desSsrstemsI (g. 48). 

Eliminirt man z^j p^, q^ aus den Gleichungen: 

so folgt eine Gleichung von der Form : . 

wo U eine Punktion von x, y, js, p, q bedeutet. Die Diffe- 
rentialgleichung der Contactcharakteristiken dieser Gleichung 
wird : 

t/udy* — (uD + to) dccdy + tHJiddT* sa P, 
welche ein Prodxikt der beiden Gleichungen : 

vdy — t>da?«:0, 

ttd^y — ödjXss^ 0, 
ist, derselben, welche nach §.19 die Gleichungen der P^ectio- 
nen der im §. 18 beschriebenen Charakteristiken des Systems I 
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vorstellen. Die letzteren sind demnach mit den Gontactcha- 
rakteristiken identisch, und es folgt noch der Satz, dass die 
beiden conjugirten Integraloberflachen des Systems I congruente 
Projectionen ihrer Cohtactchafakteristiken haben. 

§. 28. 
Einjge TrluiBfonnationen« 

Ich werde hier noch einige Transformationen angeben, 
durch welche bekannte lineare partielle Differentialgleichun- 
gen zweiter Ordnuns mit den Gleichungen von der Form des 
Systems I in Zusammenhang treten. 

Setzen wir : 

p -M;gf =85 TT, 

wo 7t und 71^ neue Yariabeln bedeuten, dann ist : 

bx ^ dr ' 

Ott du 

öy ^ oy 
Diese beiden Gleichungen addirt, nachdem man der zweiten 
einen Factor u gegeben hat, kommt : 

•> . / \ . hn bn / bv , bv \ 

Setzt man C gleich irgend einer Funktion von ocypq, und macht 

wo Ä und B nur Funktionen Von xy vorstellen , und setzt dann 
t » u, so hat man statt der Differentialgleichung : 

folgendes System zu integriren, 

bn bn p n—n^/bv bv\ 

dp ^y «— ü \bx ^/' |A 

bn^ ^^x^^ n ^^^"^t ( ^^ ^. ^^\ 

^x ~^ w— t? \bx by J' 

Füry- + w -T^ SS z. B. reducirt sich die erste auf eine lineare 

partielle erster Ordnung. Es sind u und v die trigonometrischen 
Tangenten der Neigungen der Elementprojectionen derMonGB^- 
sehen Charakteristiken fUr die Gleichung C=r-4-i4s+Ä gegen 
die xkxe. Wird C gleich Null gesetzt, so erhalten vorstehende 
Gleichungen die symmetrische Form : 
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bn bx . dv \ bv 

■5 — + U TT^ ' •Y"' "1" U -x — 

.de ,.;. öff -.'loa». . ;• oy- 



«) 



8) 



Die Form 
fuhrt auf die andere 

und diese, wenn man ^4-9)^1»^, is + 9>|3i = ^| setzt, führt 
auf die symmetrische Form : . 

. . . df b(p 

öx 'Sx , 



>l ! I 



Man kann ein System von der Form : 

wo tr und F beliebige Funktionen yon o? und y , nicht ohne Wei- 
teres auf die Form 5) bringen. Statt auf das System 2) (welches 
durch eine auf der Hand liegende Substitution in die Form 6) 
Übergeftthrt werden kann) , Ifisst sich 'aber die Gleichung 
r-^AsA^Btsss'O doch auf die Form 8) bringen, unter andern 
auf folgende Weise : Man denke, sie sich, was bekanntlich im- 
mer möglich, in folgende Differentialgleichung 

verwandelt, wo tfß und tff^ aus Ä und B entstanden sind, indem 
man p und 9 f ür o^ und y geschrieben hat, und p, q, q^ a, v 
die Differentialquotienten von einer neuen Yariabeln ^ nach 
X und y sind. ^ ist mit z durch die Gleichung js 4- ^ » a?p -f- yg 
verbunden *) . Es sei nun : 



*) Diese 'SubgiitiiUon rührt von Legei^dbe her, itnd findet sich in sei- 
ner Abhandlung Sur l'Equation de la moindre Surface, Par. Möm. 4787, 
S. 809. AKpiEB hat ihr noch einige ähnliche SubstHutionen UnzngefUgt, die 

P. DU Boti-Bhtmond, Beitrftge. 4 
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eine neue Yariabele. Durch Diffsretttiation der Gleichung X^sq^ 
folgt : 

dl ^_^ h<p ifp 

'Sx op "5g" * 

5X ^ dy ^ btf ^. 

Die zweite Gleichung mit einem Factor $ multiplicirt und beide 
Gleichungen addirt, folgt : 

Sind 

§undi = 9)(p, 9), 

f,undi,« ^^(p, 9). 

die beiden simultanen Paare von Lösungen der Gleichungen : 

so sind also die X's die Integrale des Systems : 

wo in ^, If für p und 9 aus X=:q>y li^g>^ die Variabelnil und A, 
substituirt zu denken sind. Dieses System hat dann die Form 



httiifig s^hr gute WMung thun: Application de la thteri«, ete. 48 Gah. 
de l'Ec. Polyte. S. 88« Maa kann diese Substitutionen zusammenfossen 
wie folgt : Führt man in die Gleichung : 

Ari- 25^-1- n + A («•-rf) + 17-0 

1 ) C = z—xp—yq (die Argumente sind p und g, -ir— a= — o?, y- = — y), 

2) t =« z^wp (die Argumente sind p und y, -jp = — a?, -^ = «)» 

3) f,Ä «— ^ (die Argumente sind a und ^, ^ » p, -^ » — y) 

ein, so geht sie über in ; 

4) r^ -15(7 +Är 4-il+ t^(a*- (>r )saO, 

8) ü(»,-aS(F,-Jr.-Ä4-r(a,*-^T,) = 0. 
Wo die Goefficienten R, etc. nicht verändert sind und die griechischen 
Buchstaben q, etc. die Ableitungen der C nach ihren Argumenten bedeuten, 

^- B c - -^. ". =5^. n «"l^. «tc. ist. 
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3), die auf die Form 5) ftüirt« Die q>'s sind übrigens die beiden 
Integrale der detebiüig ; 

und K und X^ sind die Integralionsconstanten dieser Integrale* 



VI. Genstruction der IntegraloberüAche« der partieUen 
DiffiBrehtialgleiehungen zweiter Ordnung. 

Wir werden die Titelaufgabe erfüllen, indem wir uns 
nicht der Charakteristiken bedienen, sondern wir ^verden die 
Integraloberflächen als Enveloppen von Abwickelbaren dar- 
stellen. 

§.26. 
XHe Glei^ung F (x, y, %, p, q, r, ») s 0. 

Wir beginnen mit der Construction der Differentialglei- 
chung zweiter Ordnung : 

P i^y t/j ^) Pj 9, r, s) = 0, 
in der also t fehlt. 

Setzen wir jp = ^i und sehen z^ als eine neue Variabele 
an, so folgt das System : 

Wir haben also die zwei conjugirten Oberflächen z=sf [x, y), 
z^sssf^ {Xj y) , zu construiren. Zu diesem Zweck führen wir 
statt der Grössen p, q, p^, q^ die Neigungstangenten 

der Normalen an die conjugirten Punkte der beiden Oberflä- 
chen ein. Die Gleichung F= schreiben wir nicht weiter hin, 
die Gleichung p = a?j aber wird : 

und bedeutet) das$ für ein gegebenes z^ die Projection auf die 
xz Ebene der Normale an den Punkt z eine feste ist. Daher 
entspricht dem Punkt z ein Normalenstrahlenfächer, der senk- 
recht auf der x» Ebene steht, und das Loth auf diesen Fächer, 
nämlich das zum Punkt z gehörige Element der Charakteristik 

4* 
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de^r Oberfladie zt^f (w, y), dieses Loth liegt rk einer Pdralle- 
len zur xz Ebeue. Wählt man einen b#sliintiteu Stiehl des 
Fächers Zy so erhalt auch q einen festen Werth, und dann ent- 
spricht dem Punkt z^ ein Normalenkegel. Es ist also jedem 
Strahl des Normalenföchers z ein Normalehkegel js^ conjugiit. 
Diesem Normalenkegel z^ entspricht ein Polarkegel z^, der der 
charakteristische Kegel der Oberfläche z^ « f^ [x, y) ist. Ich 
wetde mm z^gen, wi^.män mit HüVq 4i«Si0r'i Blamenfee iMl 
zweier gegeboM^ wiUkttriiober fiuHkUdnönldie läle^alober- 
fläche z=^f{x, y) construiren kann. Zu diesem Zweck nehme 
ich auf der zy Ebene zwei willkürliche Kurven z = 9p(y), 
^1 == 9^1 (y) ^^' ^^^ markire zunächst zwei conjugifte Punkte 
auf beiden. Der Punkt z^ bestimmt die Lage der vom Punkt 
z entspringenden Charakteristik. Die Grösse q wird dadurch 
bestimmt, dass der Normalenföcherstrahl gleichzeitig senkrecht 
auf der Charakteristik und auf ddm , an den Ptoikt z stossen- 
den Elemente der Kurve jssx:q>{y) stehen muss, da die Inte- 
graloberfläche y deren Normalen Strahlen der Normalenföcher 
sein sollen, durch die Kurve z = q>{]/) zu legen ist. Da die 
Normale an den Punkt z hierdurch bestimmt ist, so ist es auch 
der Normalenkegel jj^. Ich denke mir in derselben Weise für 
alle conjugirten Punkte der beiden Kurven die Normalen z und 
die Normalenkegel z^ construirt. 

Legt man gegenwärtig durch alle Punkte derKurvej5==9)(y) 
Ebenen, senkrecht zu den diesen Punkten zugehörigen Norma- 
len z, so werden alle diese Ebenen eingehüllt von einer ab- 
wickelbaren Oberfläche, welche in der Kurve z^g)(i/) die In- 
tegraloberfläche z=s f[x, y) tangirt. 

Betrachten wir femer die Kurve z, = 9)j(y) , zu deren 
sämmtlichen Punkten wir die Normalenkegel construirt hatten. 
Wir können mit Hülfe diesiör Kegel eine odef mehrere ab- 
wickelbare Oberflächen durch die Kurve 55j = y(yj legen, 
welche in dieser Kurve die Oberfläche z^^=»f^ (a*, y] tan- 
giren. 

Dies geschieht auf folgende Weise . Wtr legen durch die auf- 
einanderfolgenden Punkte ^, ^j, ^^ ••• ^^^ Kurve «i=»9i(y) 
Ebenen, die auf der Kurve senkrecht sind und welche die für 
die Punkte^, ^j, ^^ . . . als Spitzen oonstruirter Normalenkegei in 
einem oder mehreren Strahlen schneiden werden. Betrachtet 
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maxi muk eina Keihenfolga s^s^yS^»,, dieser geadmittenen 
StrahleDy Je^ duröh den Punkte eine ^bene senkrecht auf den 
Stralfis, Aärcb denPünkl»^} einefibeneisieakrechtauf «^u.s.f., 
80 werden 'alle diese Ebenen von der in Rede siebenden Ab- 
wiekjdlbaren ^eiDig^ttiUi 

So beben wir zwei, oonjugirte abwickelbai^ Oberflächen 
durch die Kurven js»:^, ^i^9^i g^^S^? welche den Beginn der 
Construction bilden. . Deren Fortsetzung liegt nun auf der Hand. 
Wir nebmen nämlich in der Entfernung Jic .ve& der ys Ebene 
eine ihr parallele Ebene an^ welche: von den .beiden conjur 
girlen abwickelbaren Oberflächen in zwei neuen Kurven J3'sTi9>.'i 
ji/s99^/ getroffen wird. Nun censlruiren wir. zu diesen neuen 
Kunton in derselben Weise, wie so eben, zwei neue abwickel-^- 
bare Oberfläi^en, welche in den neuen Kurven die« Oberflächen 
jj »s /* (oj, y) und jj^ :*» /\ (o?, y) tangiren. Dann gehen wir zu 
einer dritten Ebene ini der Entfernung i^x tiber,, auf welcher 
£e neuen jOMijugirten Abwickelbaren «fie Kurven z", == q)'\ 
js^^'sss^/' bestimmen, u* s. f. und bekommen so zwei Schaarea 
von coBfugirten Abwickelbaren, welche eingehüllt werden voi)i 
den Oberflächen a?^f (o?, y)^ z^^^ f^ (^y y}* 

Die letztere ist nur eine Hulfsoberfläche und nicht weiter 
zu gebrauchen und die willkürlichen Funktionen, welche, wie 
wir nun klar erkennen , zur Bestimmung der Oberfläche 
9ssf[Xj y) bothwendig und ausreichend sind, bestehen aus 
der Kurve z=sq)(t/)^ durch welche diese Oberfläche gehen soll, 
und dem wilikürlichetn Werthe vonp (»^i) in dieser Kurve. 
Es ist also vnllkürlich an der Integraloberfläche der Gleichung 
P {x, y, Zj p, g, r, ä) 5= eine Kurve , durch welche man sie 
gehen lässt, und die Neigung ihrer Tangentialebene beim 
Durchgang durch diese Kurve. 

§.27. 
Ueber die Construction der Oleiohung : 

F{x, y, p, q, r, i, t) = 0. 

In der also ^ fehlt. . Wir. setzen p»j5|, q^^^, ^^^Pv 
S7=sq^tBip^^ tssq^ und erhalten die simultanen Gleichungen : 

P{x, y, Ä„ «2, Pv 9f oder p^, g^) = 
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Dann nehinim wir auf der yz Ebene die beiden wilÜLOrlieiien 
Kurven s^aa^/y), z^maf^iy] an. Nr je swM «snjttgirte Punkte 
z^ und JB2 dieser beiden Kurven sind die sugebilrigen p,, q^; 
Pty 7i ^^^ Normalen an die durch sie gehenden Integratober^ 
flächen: z^^f^ [x^ y), z^^f^ (a?, y) der beiden straultaaen 
Gleichungen F « und Pj^ » 9i > einmal durch diese beiden 
Gleichungen, und dann durch die Gleicfanngen 

dz^mxf,dy,4z^^p^dy 
bestimml. Da nun die Lage der conjugirten Normalen eine feste 
ist, so kann man auf die mehrfach angegebene Weise durch 
beide Kurven z^^^^^ a^^^ sdche Abv?ickelbare legen, 
welche in diesen Kurven die Flächen ^i^fp ^t^^ft tangiren. 
Diese Abwickelbaren schneiden eine in der Entfernung J(t eu 
der yz Ebene parallel construirte Ebene m zwei neuen Kurven 
z^ zsi ^^\ %^ SB ^^^ mit denen man genau wie mit den ersten 
zu verfahren hat, um zwei neue Abwickelbare zu erhalten, 
u. s. f. Alle diese Ab vnckelbaren werden dann von den Ober^ 
flächen jSjSsb/*!, ^s»/^ eingehüllt. Aus diesen ergiebt sich aber 
durch Quadratur die Oberfläche z^szf. Die willk^ticfaen Funk- 
tionen sind also diesesmal die Anfangswerthe von p tod 7. 

§.28. 

Ueber die Coxiatamctioii der Oleiobung : 

F(aj, y, «,p, g, r, 1, 1). 

Ander Stelle dieser betrachten wir nun endlich das System : 

f (a?, y, af, Äj, Ä|, p„ q^ oderp,, g,) äO, 

«* = ?• 
Die zweite Gleichung ist eine Folge der beiden letzten. 

Nimmt man auf der yz Ebene wieder zwei Kurven Äi==yi(y), 
Z2^=^(Pt\y) willkttrlich an, so ergiebt sich wegenzj^sf dar- 
aus die dritte jsssg)[y], an der nur ein l^unkt willkürlich 
ist. Und mit Hülfe der Gleicliungen dz^^saq^dy^ dz^^^q^dy 
kann man nun auch durch die dreiKurvenü^ss^), js^s^^, ^t'^Vz 
drei Abwickelbare legen, welche die drei fntegralobeilSiädien : 

«=/* (^j y)» ^i=/i i^y y), ^%=^f% (^7 y) tangiren, und die Con- 
struction lässt sich dann fortsetzen wie die früheren. Es sind 
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raithiniamh Wer willkttriioh nur die Fnidctionen js, «= 4^ «pd 
s^ss^, oder p und q für die AMiaBgst¥«rthe. Ifali •übersieM 
übrigens leicht, das^ man auch als willkttriiolk hätte annehmen 
können, z. B. %^^ und p^, ssijPi, woraus sich eine Bestimmung 
für js, s ^ ergeben haben würde. Im Allgemeinen zeigt sich 
also Folgendes. Die h&tegr9lober0ttehen der Gleichungen von 
«er VotBB t > ' 

sind bestimmt, wenn neben einer gegebenen Kurve, durch 
welche sie gehen müssen , auch noch die Lage ihrer Tangen- 
tialebene in dieser Kurve gegeben ist. 



§. 29. 

Ueber die Constraotion eines Systems von swei Bifferential- 

gleiohungen. 

Das allgemeine System : 

gehört seiner Natur nach zu den partiellen Gleichungen zweiter 
Ordnung, weshalb die Construction seiner Integraloberflächen 

js=B/'(a?, y), jSjä/'j (o?, y) hierboch folgen soll. 

Diese ist ausserordentlich einfach, wenn man nur die Be- 
dingung erfüllen will, dass die beiden Oberflächen durch zwei 
gegebene Greuzkurven js»9>(y), ^i»9>i(y) auf der yjs Ebene 
gehen sollen. Denn alsdann bestimmen die beiden Gleichun- 
gen FsO und F|SbO im Verein mit den Gleichungen dzssqdy^ 
dss^ssq^dy die Grössen p, 9, p^, q^ und diess reicht aus, um 
die tangirenden Abwickelbaren zu construiren. 

Man kann aber auch die Bedingung aufstellen, dass die 
Oberfläche 9ssf (a?, y) unter gegebener Neigung durch die ge- 
gebene Kurve jssBB^(y) auf der yz Ebene gehe. Dann ist in die- 
ser Ebene z, p, q gegeben, und daraus folgt eine Differential- 
gleichung für z^ssq>^[y) durch Elimination von p^ aus den Glei- 
chungen FsbO, F|Ss0. Durch beide Kurven z^sq), z^^s^q>^ kann 
man nun wieder Abwickelbare legen, welche eine um^o? ent- 
fernte Parallelebene der yz Ebene in zwei Kurven zss&qf^ 
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z^msiff^ treffen^ und* diese hat tman dann als Ansgangskurrea 
lu behandeln, d. h. die Gleichiiligeiif ' , ' . 

.' ' dsti^9Btq^ dffj ••' • .^! .• -t. ...:... ; 
bestimmen die Grössen p\ q', p^\ 9/, welche zur Gonatnicimi 
der neuen Abwickelbaren dienen, u. s. f. • 



■,i 



I 1 '/ 



. ■ i :• j 



' ' .♦ 



♦ • 



1 1 » 



/ .Ji / 



( . 



' «.( 



»•',•'' : - •/...' • '> •« •:-■.) 



. « ! « 



i • » 



. » . 






< [ 



•' I 



1' . 



I r>.i 



: .1. 



i 



t ! 



. / f ; 






1 1 > 



> • ) •■ 



' t / 



!•• i:.:i 



■ I 



.'1 



>• 



:r i« 



>•;! i ('. 



I < 



1 



> t 



t , 



I • . :' ; ' , 



.. < 



' ' 1 t!' t'li' f/ 



• . . ' 5 • . t '» 



J. 



Dritter Akdudtt. 



Interpretation des Litegrals der Oleiohimg 

F [x, y, z, p, q) 5= 0. 
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Yoraui^sichtlich yvjird die ErfnUtelupg dje3 Gasetze^s vap 
Integralob^rfläohieQ immer, hmauskommeiiiavijf das^ Aufsuche^ 
von Kurven, die jenen Oberflächen angehören, und sie bei Va- 
riation eines Parameters nicht verlassen. Wir haben schon in 
den §§. i6, i9 gewisse partielle Differentialgleichungen kennen 
gelernt, dereji tntegralobeiüächen.'äie Oerter von Eurvenschaa- 
ren sind, die durch Variation von. Paijameterii ent^teh^n, und 
deren Gestalt von keiner' willklirlichen Funktion abhängt. 
Solche partielle Dififerentiklgleichtoigeti lassen sich immer mit 
Hülfe eines Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen in- 
tegriren. Während wiedemni andere,' und zwar die grössere 
Mehrzahl der partiellen Diffei^ntiälgleichungen auf ihren faxte- 
gi^l6berilächen k^in< Ktmreoaysltem hflbe(a/^de88•il' Individuell 
nicht unter dem Einfluss der willkürlichen Funktionen: dte* Ibl^ 
tegrals stünden. Solche partielle Differentialgleichungen auf- 
zülbiieh,' (sitiätirtHöchk^Ae' äH^ttieiifelABlIhode; i ^ ' ^^ 
' Isf tran^ein^ päktieile* Diffi^ntialgl^iphvms ifo beadssaftU) 
däss 9ttef ihtegralbberflstttien 0«rteri von 'Kurven sind, dieiMdr 
nach Parametern variiren, so bilden diese gteichsam däis-Ge*^ 
rippe des Integrals, und die individtielle Gestalt einer Integral- 
oberfläche ist offenbar accessoriseh. Eine ähnliche Bemer- 
kung, welche Hongs bei Gelegenheit^eioer ilJntcirßUiDhuiigßji 
über die Gleichung F (a?, y, j», p, g) ?=p Gemachte , hat ihn ver- 
anlasst, jene Kurven Charakteristiken zu nennen. Es ist auch 
klar, dass man unter der Annahme der Existenz eines Ghanak- 
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teristikensystems das Gesetz der Integraloberfläche in der 
Weise variabel denken denken kann, dass die ursprüngliche 
und die veränderte Integraloberfläche durch dieselbe Charak- 
teristik gehen. Dies kommt darauf hinaus, dass man in der 
DiSierentialgleichung die DiSerentialquotienten p, q, r, «, ^ etc. 
entweder alle oder zum Theil variabel, die Yariabeln xyx und 
die Projectioneu dXy dy, dz des Elements der Charakteristik 
aber als unveränderlich ansieht. Es sei z. B. die lineare Glei- 
chung: 

Ap'hBqsBB\, 

gegeben, so giebt die Variation von p und q : ^ 

Adp-^B8qsttO. 

Aus dz^sspdx-hqdy folgt noch: 

dxdp-hdydy^O, 

Cnd durch Elimitlatton von Sp und öq findet mdin Ady^BdxssO, 
Da dies nun der Nenner der Auflösungen der Gleichungen : . 

pdx^qdy^dz 

nach p und q ist, so ,mttss^i auch deren Zähler verschwinden, 
was noch eine Gleichung, wies dies ausreicht, liefert. Ebenso 
geben die Gleichuagen des §. 19, nämlic}i : 

:Pdx^qdy=idz, 

durch TaiiiatMii von p imd q und p^ und f « und Elimination der 
Variaiionen: 

Dies ist wiederum Ase Nwaier der Auflösungen jener vier Glei- 
chmigeA dach j^ f ^ P|, q^. Seizi man auch die Zählei: gleich 
N«iU, tK> kmiunen OMh, wie ausreichend und erforderlich, die 
zwei Gleichungfeü : 

Variitt tiian e&Alieli p und ^ in : 

P {^j y^ »j P> ?) «* 0, 

so folgt : 
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und dies giebi : 

die bekannte Gleichung der Gbal^kteristikeii dbr Gleiobmig 
F «tt 0. Diese Methode der »erleitong d«r fifaicbiag der €ha- 
raküeristiken eofttificiiU sidi rwar attf dem leisten Mick durrii 
Sin&Ghfaett, iHdesMü ahgesehem dairon^ das»daheiiMM3h.«ian<* 
ches dufikel bleibt, Ist sie nicht gieeignet^ die iiitegrdobeir-r» 
flichefei zu ecoisftniir^i «md cu dassälcinmi. Der richtigatfe 
Weg bei der geemeCvisdv^ Behandltuig vob IMfifemtiaii^ei^ 
chungeb scb^i&t f»ir yietmelu* der bu sein, die Bedewlung^der 
Differentialgieiehiaiig zu ermitteln uttd deren integrale auf die*- 
ser Bedeutung fiissend aus Linien oder Fldcfaenelesnentem lu 
constmiren. Die Bedeutung der GMchung F« ist in ersten 
Theile dieser Abhandlung dargelegt worden. Die andere Ätd^ 
gäbe wml der Gegenst^oid dieses dritten Abschnittes sein. 



VII. IntegrakliarakteristikeH mid IntegnlMimMe. 

§. *o. 

AUgemeinea über die Oharaktevistflcen der.QleiQiiim F*>^J 
Definition der TntfigrftTi*bftrfLlrt^irlfr **^^T i 

Wir haben (§. iij Charakteristiken der Gleichung FasO 
genannt alle Kurven, deren Gleichungen die totale DifTerential- 
gleichung O (a?, y, jj, x\ y) ä erfüllen, die durch Elimina- 
tion von p und q aus den Gleichungen F=sO, jpy'— 0^' = Ö, 
px''¥'Py'^^\ erhalten wird. !Bs wird nOthig sein, hier eine 
Unterscheidung eintreten zu lassen , von der in diesem §. die 
Rede sein soll. 

Die Normalen an alle Integraloberflächen, welche durch 
einen gegebenen Puiikt $ gehen können, bilden den fiLegel 
F=:0, dessen Spitze der Punkt $ ist. Coustruirt man zu 
dem Kegel FsO den Polarkegel 0>sO, so ist dieser Polarkegel 
selbst gleichsam eine Integraloberfläche, wenigstens in der 
unmittelbaren Nähe seiner Spitze. Seine Strahlen sind die 
Elemente der Charakteristiken (§. ii). 

Wir wollen nun zunächst untersuchen, wie vi^ ClMtfricIe- 
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ristiken man durch jedea Punkt einer Integraloberfläche legen 
kann, und^dann prüfen, ob jede der (SleiphungC^sO genügende 
Charakteristik auf einer Integraloberfläche liegen kann, in welrr 
chem Falle in die Gleichung der Charakteristiken eine will- 
kttvliche Funktion .eiBgingd (§. 4 S) ^ . . / 

- ' •'• i)er »erale 'Punkt ist sebnell lai erledigen^ .Der PoSarkegel^ 
deiiinsA:Cir>jtdeii i^iinkt einer loüegraldber^che -oönslrujrti 
berührt iittniMh<Uesölbein der Mähe deiner SfMitee, uüd zwar 
iflitAllgeipeineaihurimit eioem Strahl. Geht lüali; anf diesem 
Strahl bis zu einem ider. K.egels|>ilse sehn nahen ^Puakt^ ^ 
blau;* iBoan auf derlntagraloberfläiehe, und.oanstruirt mlin.nua 
zu- dem beilachbalrtea Punkt wieder den Pollorkciffel, ao berührt 
diefterwiedariim die Oberfläche iBt einem Strahl, .auf welchem 
man 0u «ein^m »dritteni Punkt. igelfingt, fetc« Man: kann daher 
darcfe einen Punkt einer bMiegralöberfläche imr eine Gbanakte-r 
rJBtft. legen». . : . . . . : . i 

Die zweite F^age wollen wir zunächst anälytiädi be- 
handeln. 

Zu dem Zweck betrachten wir irgend eine Kurve auf 
eipc»itotoM^ber6»cb^„ (Jehft m^n auf.ewr «(plohqn Kpffve 
von einem Punkt zum andern über, so entspricht dies einer to- 
talen Differentiation der Gleichun^f F=sO. Sehen wir wie bisher 
z ab Af goment ai,'^86 giebt^öieis': ^ > '^ ta<^ii - ^' i ^n * ^jA 

und dürph partielle I^i0erentia tion der 61 ßichung Fs= findet man : 

;: ' ; . ps+Qt+Y-i-qZ^O. . • 

Die Elimination von r, 5, t aus den letzten vier Gleichungen gie^t 
die (jleichun^ DF, Bestimnt man indessen aus ihnen eine 
der tirösaen r, $^ ^ so erhält man einen Bruch, dessen Nenner 
P^—Oa? ist. IsJ daher die gewählte Kurve eine Charak- 
teristik, so müssen wegen Pv'— Qflp' ^ ai^ch die Zähler der 

, fi Ich werde io Zukunft mit D totale Differentiationen t>ezeiclineaj wo- 
bei ich, wenn keine Verwechselung möglich ist, je nach der Bequemlich- 
keit, mir Differentiale oder Differentialquotienten 'im expllciten Ausdruck 
geaoliriidMBA denken werde. 



g. 39. VII. Ititegralchnrakteristiketi ttüd Integmltonoide. 6f 

Aufi^ungen tiach r, ä, f v6TS«hwitadefa,* und tftes iiefert »odi 
eine 'Gleichung, nömltehr ' - ' ' ' 

oäer: «••' " , ••.• ' ■'::.....;:' •> :. I 

Die Smnineidifes^r bcadeivGileäcäftUngen isl dteGUeicbimgiiM^iaBai 
AuB den Gieichuhgefi : 

kann man die Dififerenlialquationen j»', j^', 'p', ij' b€«H»imniön; 

und findet : 

P 






«J •> 



/ X + pZ 

p = — 






c. 



. . , . .... .«••.' ■ . • ' . • 

Iqh verzeicfaue, noch ^ojgend^ später zu l>^utz0nde Gleichung : 

Mt Hülfe dei* GleieHung fi^Qf kann man z. B.aus den drei 
ersten Gleichimgen q e^iminiren , und sie sind dann drei ge^ 
wohnliche Differentialgleichungen mit den vier Yari^beln xyssp. 
Sämmthciie Gleicbim^en € beschi^tfiiken in keinc^r 4ezie- 
iiungdie Wahl des Strahls* dto Potarkegels, auf welchen man 
vou seiner Spitze- oi^jK zu einein liehachbarten Punkt a7^da^, 
y-^difj 'js4-djEi ttberBugeheh gedenkt, !jÄm eine Charakteristik 
EU construiren. 'Consthrirt man fttr d^ri letzteren Puiikt den 
Polarkegd , so verwandeln sich für irgend einen seiner Strahl 
len ; der zui* Fortsetzung der Charakteristik dienen soll , p in 
P'^dp, q iii 9 -1*^. tst nun dp und dq bestimmt, so ist es auch 
der Strahl des zweiten Kejgels und die Charakteristik kann 
nicht mehr willkürlich fortgesetzt werden. Aus den Gleichun- 
gen C folgt: 

t T X4*pZ 

dq^'-dz .^ , \ . 
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In dje6(eii QlekiAiiiSBii ist ssy» durch die Spita&e des ersten Po<- 
larkegels gegeben, p und q durch dessen Richtung, cb durch 
seine Länge. Also sind dp und <lg bestinfunt, und mit ihnen die 
Lage des Strahls des zweiten Kegels. Daraus ergiebt sich, 
dass von einer Gharakteristäc, soll sie auf einer Integralober- 
flttche liegen, nm* ein Element der Lage and Richtung nadi aus 
dem Polarkegel , dem es angehört , willkttrUch herausgegri(fen 
werden darf. 

Hiermit ist die zweite Frage d>enfalte erledigt. 

Ich werde, wo es ndthig ist, Charakteristiken der letzte- 
ren Art, von den übrigen, welche die Gleichung OssO erfül- 
len, durch die Benennung »Integralcharakteristiken« 
unterscheiden. 

§. 3i. 
Integraloonoide. Deren Qenetration. Sie sindlntegralobeTflachen. 

Ist ein Punkt ^im Rauiüe und die Lage der durch ihn ge- 
henden Charakteristik gegeben, so ist damit die Charakteristik 
ihrer ganzen Länge nach bestimmt. Hieraus folgt, dass man 
durch irgend einen Punkt so viel Charakteristiken legen kann, 
als der fl^r diesen Punkt als Spitze construirte Polarkegel Strah- 
len hat, mit a. W. : jeder Strahl dieses Kegels berührt in der 
Kegelspitze eine Chai^kteristik, indem er ein Element mit ihr 
gemein hat. 

Denkt man sich nun alle Charakteristiken, die durch, einen 
Punkt ^ gehen, gleichzeitig construirt, so ist ihr Ort eine eigen- 
thümliche conoidische*) OberiS^eha, für welche der Punkt $ 
ein Einschnürungspunkt ist, mit deren merkwürdigen Eigen- 
schaften wir uns hier beschäftigen wollen. Diese Oberflächen 
mögen Integralconoide heissen, um in der Benennung ihre 
wichtigste Eigenschaft anzudeuten, nämlich die, dass sie Inte- 
graloberflächeu sind. Die letztere Behauptung will ich bewei- 
sen, indem ich eine Integraloberfläche construire , deren Cha- 



*) Ich gebrauche hier das Wort »conoidiseh« schlechtweg für kegel- 
ariig. Uebrigens können die Conoide, Von denen hier die Rede ist^ Gestal- 
ten haben , die mit den Kegeln ausser in der nächsten Umgebung ihrer 
Spitze nichts gemein haben. Wir werden z. B. sehen , dass sie in gewis- 
sen Grenzfällen in Kugeln etc. übergehen können. 



rakteHstiken sUmnilich durch den Punkl ^ gthtia. Die«^ Wird 
ok; dem Inte^Ralconokl, dessen Sfikte der Pmkt ^ ist^ iden^ 
tisch sein müssen. 

Fttr jeden Punkt der von seiner Spitze $ sehr wenig ent- 
fernten Directrix eines Polarkegels ccHistruirt man abermals 
den Polarkegel. Diese Polarkegel »erster Etage« werden ein- 
gehüllt von einer Oberflache y welche offenbar noch grosse 
Aehnlichkeit mit einem Kegel hat. Für jeden Punkt einer neuen 
Kurve, welche man auf der ÜmhüIIungsflache der Kegel erster 
Etage äusserst nahe der Directrix des Kegels ^ zieht, con- 
struirt man nun die Polarkegel »zweiter Etage«, welche von 
einer zweiten Oberfläche eingehüllt werden. Dann construirt 
man die dritte Vmhüllungsflaiche, u. s. f. Alle diese Umhüllungs- 
Oberflächen werden ihres Theil umhüllt von einer conoidischen 
Oberfläche, die im Punkt ^ mit dem fOr diesen Punkt als Spitze 
construirien Polarkegel zusammenfällt. Mithin gehen ihre 
sftmmtlichen Charakteristiken durch diesen Punkt, oder sie ist 
der Ott sämmtlicher durch den Punkt ^ gehender Integral- 
charakteristiken, und ist eine Integraloberfläche, weil sie in je- 
dem ihrer Punkte einen Polarkegel tangirt. 

§. 32. 

Die oharakteristiaolie Abwickelbare imd einige BigenBohafteii 

der Oonoide» 

Ich nenne »charakteristische Abwickelbare« eine 
folgendermassen erzeugte Oberfläche. 

Es sei eine Reihe Punkte $, ^^J $„ .. auf einer Integral- 
diarakteristik gegeben. Wir constniiren zu jedem den Polar- 
kegel, und legen durdi jeden eine Tangentialebene an den 
Polarkegel, weiche gleichzeftig die Charakteristik berührt, so 
werden, wenn man die 2^1 der Punkte ins Unbegrenzte ver- 
mehrt und ihre Abstände verschwinden lässt, alle Tangen- 
tialebenen von der 9 charakteristischen Abwickelbaren« einge- 
hüllt. 

Alle wie immer gestalteten Integraloberflächen^ welche 
durch eine bestimmte Integralcharakteristik gehen, müssen in 
dieser die charakteristische Abwickelbare berühren. Dieses 
ist ein wesentlicher Unterschied der Integrale der nicht linearen 
von denen der linearen partiellen Differentialgleichungen. Da wir 
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in §4 I& gesehen balüei]|l däss ^« QAeiohuiig jeder Ob^rSäehej 
welche "Biata diincli die Gbitvarkteristkeni der Utstereii legi, idie 
Differentialgleichung erfüllt. 

r 

Construlrt miän hühzu sSimmtlichen durct einen Punkt ^ 
gehenden Charakteristiken die Abwickelbareti, dann ist ihre 
Umhüllungsoberfläche das Integralconoid, dessen Spitze im 
Punkt fliegt. / 

Man stelle. sich auf dem Cpnoid irgend eine quer durch di^ 
Charakteristiken gezogene E^urye not, und denke sich zu alleii 
Punkten dieser Kurve die Couoide, deren .Spitzen sie ,sind, 
construirt^ so werden diese Gonoide von d^m ersten eingehtült* 
Je zwei benachbarte von diesen Conoiden scj^neiden sich ahen 
Nun ist klar^ dass, wepn die umhüllten, flächen si.ch m der 
UmhtjillungsfläGhe schneiden ,: si^ von di^^er berührt werden^ 
Mitbin werden die Conqide^ deren Spitze auf der transversalen 
Kurve lie{g<en^ vom ersten Conojkd Jberührt. - , 

Aus dieser Be^^erk^ng. ziehen wir «in^n für das Folgepde 
wichtigen Sphluss. Zwei Conol^e, welqhe init ihren 
Spitzen auf derselben Charakteristik liejgen, if^e- 
rühren sich längs dieser Charakteristik in ähnlicher 
Weise vde zwei Kegel längs einejs gemeinsamen Strahls. Ein 
Conoid steckt im Andern. 

Wir können noch eine BemeAung hinzufügen. Da alle 
eharakteriiMscheh Abwickelbaren^ die durch einen Punkt ge- 
hen, von dem Conoid eingehüllt werden, dessen Spitze in die-^ 
sem Puhkt liegt, alle wi^/imjmier beschaffeheii' Integralober- 
flächen, die durch den Punkt gehen, aber von den cfaarakteii- 
stischen Abwickelbaren tangirt werden , seist das Conoid 
die Hüllealler gleichviel wie gestalteten Integral^ 
Oberflächen derfileichung Fs^O, welch« man durch 
jenen Tuhkt^egetn kann. 

Ich werde später auf die Eigenschaften der Integralco- 
noide ausführlicher zurückkommen. Zunächst aber habe ich 
an das Gesagte einige unerlässliche Betrachtungen über die 
Integralcharakteristiken und deren Gleichungen anzuschlies- 
sen. 



VIII. Ueber die Integraleharnkteristiken als Kurven- 

»fHii^m im Räume, 

§. 33. 
Die Integrale ihrer Differentlal^eic^iingen. 

Nennen wir in Zukunft DiflFerentialgleichungep der Inte- 
gralcharakteristikeu die Gleichungen (§. 30) : 

P 



CO 



Q 

Pp-k-Qq ' 
X-¥pZ 



Cdj 



Pp-k-qQ'- 

iD denen man sich q durch a?, y, ä, p mit Hülfe der Gleichung 
#? » ersetzt zu denken hat. Die Integrale dieser Gleichungen 
sei«n : 

a = A (oj, y, Ä, p) 1 

Map denke sich ferner gegeb^tt irgend drei andere ganz belie- 
liiga Gleichung« ; 

a = / (o?, y, Ä, p) I 

als Iiitegr?^lß der Gleichungen : 

a;'=^^(a?;y, », p), | 

p «= V'2(^, y, Ä, p), j , 

-(wo also die i oder die tfj von einander unabhäingig sind), 
so können diese offenbar ebenfalls durch ein Kurveusystem im 
Raum ähnlich wie die Charakteristiken dargestellt werden. 
Es wird sich nun darum handeln festzustellen , wodurch sich 
das allgemeine Kurvensystem von dem System der Integral- 
charakteristiken unterscheidet, und dann zu sehen, welche 
Bedingungsgleichungen für die Funktionen k aus diesem Un- 
terschiede folgen. Denn sie sind offenbar nicht, yviß die Funk- 
tionen /, unabhängig von einander, da die Fm^Ltipnen x\ y\ ff 
von o?, y, jj, p es ebenfalls nicht sind. 

P. Du Boig-BBTMOND, Beitrüge. k 
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§.34. 
Ueber die Bedeutung des System (Cj), (C,). 

Welche Bedeutung man p beilegt , ist gleichgültig. Man 
kann sich p stets durch x* oder y', eine der Neigungstangenten 
der Elemente der die Gleichungen {Ca) darstellenden Kurven 
ersetzt denken. Denkt man sich p aus den Gleichungen x'^np^ 
y sssip^ eliminirt, so erhält man wieder die Gleichung eines 
Kegels, und man sieht^ dass die Elemente der Integralkurven 
der Gleichungen (Ca) in jedem Punkte des Raumes einen Kegel 
bilden. Das Raisonnement am Schlüsse des §. 30 lässt sich 
hier wiederholen und es folgt, dass die Integralkurven des Sy- 
stems [Ca) bestimmt sind durch die Bedingung, dass sie einen 
gegebenen Punkt mit gegebener Neigung zu passiren haben, 
und zwar ist nur eine Neigungstangente des Elements, wel- 
ches den Punkt passirt, willkürlich. 

Alle Integralkurven des Systems (Ca) , welche einen Punkt 
^ passiren, haben demnach ebenfalls zum Ort eine conoidische 
Oberfläche und der Unterschied der Systeme (C,) und C,- liegt 
nun auf der Hand. Er kann nämlich nur darin gesucht werden, 
dass zwei lutegralconoide , deren Spitzen auf einer Integral- 
charakteristik liegen, einander längs dieser Kurve berühren, 
während die Conoide der Gleichungen (C^), dereu Spitzen auf 
einer individuellen Integralkurve dieser Gleichungen liegen, 
sich in dieser Kurve unter endlichem Winkel schneiden. Es 
ist analytisch leicht einzusehen , dass die Conoide, welche mau 
zu den Punkten der Integralkurven des Systems (Ca) con- 
struirt, einander im Allgemeinen nicht berühren können, und 
andererseits wird sich in der Folge ergeben, dass die Bedin- 
gung des Contacts der lutegralconoide in den Charakteristiken 
ausreicht, um die Integraloborflächen einer Gleichung FsO zu 
construiren. Die Betrachtung dieses §. ist deshalb von In- 
teresse , weil sie andeutet , wie man ein System von drei ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen mit vier Yariabeln geome- 
trisch darstellen kann. 

Zimächst wollen wir die in den vorigen §§. entwickelten 
Vorstellungen auf ihre einfachste Form bringen. 
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§. 35. 
]>ie Integralatr^en« 

Denken wir uns eine Inlegralcharakterislik C conslruirt, 
und auf derselben beweglich den Punkt $. Durch diesen 
Punktsiegen wir eine neue Integralcharakterististik C^, w^elche 
mit der ersten den ' unendlich kleinen Winkel e einschliessen 
mag. Beide Charakteristiken gehören offenbar dem Conoid an, 
dessen Spitze im Punkt ^ liegt. Lassen wir nun auf beiden 
Charakteristiken eine Ebene rollen, welche stets beide gleich- 
zeitig berührt, so werden die verschiedenen Lagen dieser Ebene 
von einer Abwickelbaren eingehüllt, die längs der ersten Cha- 
rakteristik einen unendlich kleinen Winkel mit der charakteri- 
stischen Abwickelbaren einschliesst (§. 32) , und mit ihr zu- 
sammenfällt, wenn man den Winkel e verschwinden lässt. 
Dies ist der Sinn der obigen geometrischen Entwickelungen. 

Ich werde den Streifen der Abwickelbaren, welcher zwi- 
schen den beiden Charakteristiken liegt, den )»Integralstrei- 
f en für die Charakteristik C und den Punkt S« nennen, imd 
mit (o, $) bezeichnen. 

§.36. 
Ueber die Charakteristiken der Qleichung <y> (p> 9) =0. 

Die Beantwortung der Frage, welches die allgemeinste 
Form der Gleichung F s sei , für welche die Integralcharak- 
teristiken gerade Linien werden, würde Schwierigkeiten dar- 
bieten. Eine scheinbar sehr allgemeine Form eines Integrals 
mit zwei Constanten, dessen Charakteristiken geradlinig sind, 
ist diese : 

Die zweite Gleichung der Charakteristiken wird dann : 

wonunalsoa,/9undy=:-^ die Parameter der Charakteristiken 

sind. Es folgt aber aus der ersten Gleichung : pss%pj qss tp^. 
Mithin ist jene Form nicht allgemeiner als diese : 

55 = aaj + /?y-5p{a,/?), 
welche auf die Differeatialgleichung : 

5» 
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F=Z'^xp-^yq^g>(p,q)zsO 
führt. Es wird in der Bemerkung am Schluss des gegenwär- 
tigen §. gezeigt werden, dass die vorstehende Differentialglei- 
chung äquivalent ist mit der Differentialgleichung der abwickel- 
baren Oberflächen : 

Die geometrische Interpretation dieser Gleichung ist aber 
folgende. 

Ihr charakteristischer Kegel verändert seine Gestalt nichts 
während die Spitze den Ort verändert, und, da die Charakte- 
ristiken gerade Linien sind, so ist der Polarkegel gleichzeitig 
das Integralconoid. Der Integralstreifen der Gleichung 9) = 
ist das Stück Ebene , welches zwischen zwei unendlich nahen 
Strahlen des Polarkegels eingeschlossen ist. 

Sehen wir irgend eine Charakteristik C der Gleichung 
9 (Pi 9) == als die primitive an und denken uns darauf einen 
Punkt ^beweglich, durch welchen wir eine secundäre Cha- 
rakteristik Ci legen, welche mit der ersten den Integralstreifen 
(c, $) giebt. Die Ebene des Streifens (c, ^) bleibt stets un- 
endlich nahe der Tangentialebene an den Kegel ^ im Strahl t), 
welche der charakteristischen Abwickelbaren entspricht ; der 
Punkt ^ mag was immer für eine Lage annehmen. Lässt man 
ihn in unendliche Entfernung rücken, so ist es erforderlich, 
den Winkel zwischen dea<jreraden CC^ zweiter Ordnung werden 
zu lassen, damit ihre Distanz unendlich klein bleibe. Dann 
werden sie aber parallel. Die Tangentialebene an den Polar- 
kegel $ in der Geraden C tangirt aber alle Polarkegel , deren 
Spitzen in ihr liegen , und zwar in den, C parallelen Strahlen. 
Mithin fällt der Streifen (c, 00) ganz in dieselbe , und sie ist 
als aus solchen Streifen zusammengesetzt anzusehen. 

Wir haben bis jetzt zwei Gattungen von Integralober- 
flächen der Gleichung q> (p, 9) = kennen gelernt« Ein- 
mal den Kegel ^, welcher offenbar zusammengesetzt ist aus 
Integralstreifen von der Form (c, ^), wo $ für alle Integral- 
streifen constant bleibt. Dann die Ebene, welche der Lage 
nach bestimmt ist, durch die Bedingung eine gegebene Cha- 
rakteristik C zu enthalten und zusammengesetzt ist aus Strei- 
fen von der Form (c, 00) , wo C und ^ (\%n dem mindestens eine 
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Coordinate oo i§t) von Strafen zu Streifen variiren. Es giebt 
noch eine dritte Art IntegraloberflUchen der Gleichung 9)=s0, 
welche aus Streifen mit variabelm $, dessen Coordinaten In- 
dessen endlich j^ind, bestehen, nämlich die Abwickelbaren, auf 
welche wir noch zurückkommen. 

Was die beiden soeben besprochenen Gattungen Integral- 
oberflächen, den Kegel und die flbene, betrifft, so ergeben 
sich deren Gleichungen au$ der Qleichupg q>p^g> {p, 9) =^ auf 
folgende Weise : 

Ist die Gleichung der Ebene : 

so müssen die Grössen a wd ß die Gleichung 

erfüllen, soll jene Ebene eine Integraloberfläche der Gleichung 
g>p^O sein. Da man femer die Gleichung in Neigungstangen- 
ten des Polarkegels des Kegels g) aq: erhält, indem man p und 
q aus den Gleichungen : 

Op ^ bq 

eliminirt, so hat man in das Ergebniss der Elimination nur 
^~^' , ^^^^ für x' und y zu seti^en, um seine Gleichung in den 

laufenden Coordinaten xyz zu gewinnen. Seine Spitze ist der 
fnnk%x^y^z^. 

Bemerkung. Differenzirt man die GleidKung : 

P {Pj q, 9-oop^yq} = 
nach X und nach y, so erhält man : 

bF , ^ bF ^ 

und hieraus folgt die Differentialgleichung zweiter Ordnung der 
abwickelbaren Oberflächen: r( — s^sO. Giebt man ihrem 
ersten Integral einfa<$h die in diesem §. besprochene Form 
y (p, 9] =3 0, so ist uns die Bedeutung der willkürlichen Funk- 
tion <p oder vielmehr der Gleichung t^ (a, b) a= 0, welche man 
durch Elimination von p und q aus den Gleichungen : 
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erhält, aus dem Gapitel III hinlänglich klar. Indessen mag 
noch folgende Bemerkung das dort Gesagte ergänzen. 

Eine Abwickelbare ist nur der Ort der sämmtlichen Tan- 
genten an eine räumliche Kurve (Kurve doppelter Krümmung), 
und diese ist die Rückkehrkante der Abwickelbaren. Da der 
Polarkegel xff (a, 6) sss seine Gestalt von einem Punkt des 
Raumes zum anderen nicht verändert, so ist er dureh eine ein- 
zige Rückkehrkante aller in g) =s enthaltenen Abwickelbaren 
bestimmt, wie man folgendermassen einsehen kann. Wir 
notiren auf der betreffenden Rückkehrkante die Punkte 
% Vv ^2> ••• ^^^ ®s sei^^i=s(fe (Neigungstangenten a, b); 
^^^2 SS cbj (Neigungstangenten a^, 6J , etc. Die Kurve ^, ^^, . ,. 
liefert im Punkt $ einen Strahl des Kegels t^ == : nämlich 
(a, b) ; gehen wir mit diesem Kegel (der vorläufig nur aus 
einem Strahl besteht) über zum Punkt ^^, so kommt hier der 
Strahl (Oj, 6J hinzu; im Punkt ^^ kommt der Strahl (ör^, fcj 
hinzu, u. s. f., so dass die Kurve in ihrer Gesammtheit ein end- 
liches, stetiges Stück Kegelfläche bestimmt. 

Die eben entwickelte Beziehung zwischen irgend einer 
Rückkehrkante der Abwickelbaren ^ = und dem Polarkegel 
1^ s= 0, ist eine geometrische Eigenschaft aller räumlichen Kur- 
ven. Es seien 

OJ a= A (jj) , 

die Gleichungen einer solchen, so liefert die Elimination von z 

aus den Gleichungen : 

' — . da? ^_ dl 
dz *" d« ' 

^ "" d» ""djr 

eine Gleichung ip (x\ y) =s 0, welche man ansehen kann als die 
Gleichung einer Kegelfläche , die entsteht , wenn eine Gerade 
so bewegt wird , dass sie einen gegebenen Punkt $ nicht ver- 
lässt, und in jeder ihrer Lagen irgend einer Tangente der 
Kurve cosl, yssA^ parallel ist. Dieser Kegel ^sO hat merk- 
würdige Eigenschaften, z. B. folgende: Nennt man )> Haupt- 
ebenen« einer räumlichen Kurve \) die Ebene, welche zwei 
successive Elemente derselben erhält, %) die Normalebene, 
3) die Tangentialebene an die Kurve, welche auf diesen beiden 
Ebenen senkrecht steht : so sind dies auch drei Hauptebenen 
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in Bezug auf den Kegel ^ s 0. Die erste ist die Tangential- 
ebene an diesen Kegel, die dritte ist die Normalebene, und die 
zweite ist die Tangentialebene an den Polarkegel des Kegels 

Wenn der Kegel t^ s durch die räumliche Kurve voll* 
kommen bestimmt ist, so wissen wir aus der Theorie der to- 
talen Dififerentialgleichungen (Cap. III), dass eine Umkehrung 
dieses Satzes unzulässig ist. 

§. 37. 
Integralpianoide« 

Vergleichen wir die Integraloberflächen irgend einer Glei- 
chung F (a?, y, J5,p, ?) = mit denen der Gleichung €p (p, g) = 0, 
so finden wir, dass das Conoid die dem Polarkegel der Glei- 
chung ^ as analoge Gattung ausmacht. Das Conoid besteht 
nämlich aus Streifen, für welche $ constant ist. 

Stellen wir uns nun vor, die Charakteristiken seien stetige 
Linien, welche Zweige haben, die sich in die Unendlichkeit 
verlieren. Es sei C eine solche Charakteristik, $ ein Punkt 
darauf und wir denken uns % nach beiden Richtungen in die 
Unendlichkeit auf der Charakteristik fortbewegt. Dann wird 
der Streifen (c, oo) eiper Grenzgestalt entsprechen, die das 
Analoge des auf dieselbe Weise bezeichneten Streifens der 
Gleichung ^sQ des vorigen §. ist. £s sei C die primitive Cha- 
rakteristik, C^ die zweite, welche mit ihr den Streifen (c, oo) 
bildet. Es seien mit anderen Worten ^^, ^, ^_j drei auf ein- 
anderfolgende Punkte der Charakteristik 0. Die Charakteristik 
C^mag fortwährend durch den Punkt $' gehen, der dem Punkt ^ 
sehr nahe auf der charakteristischen Abwickelbaren liegt. Dann 
ist der Streifen (c, oo) die Grenze der Streifen (c, $J und 
(c, $-.1), wenn die Punkte ^^ und ^.^ sich beide nach ent- 
gegengesetzten Richtungen auf der Charakteristik bewegen 
und in die Unendlichkeit fallen. Zu C^ construiren wir den 
Streifen (C|, 00), welchen dann noch die Charakteristik C^ be- 
grenzt. An Cj schliesst sich der Streifen (c,, 06) an, u. s. f. 
Diese Streifen 

(c, 00), (c^, 00), (Cji, 00), .... 
schliessen sich zu einer Oberfläche zusammen, welche mithin 
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unter den Integraloberflächen der OleiehnngFasO die nfimlicho 
Bolle spielt, als die Ebene unter denjenigen der Gleichung 
^sO. Wir werden diese Oberflächen dahßr Pianoide nen- 
nen, wobei es wohl kaum einer Erwähnung bedarf, dasy die 
Gestalt der Pianoide ebensowehig mit der Ebene^ als die Ge- 
stalt der Conoide mit dem Kegel gemein hat. 

Aus der Art der Entstehung der Pianoide geht hervor, 
dass zu einer Charakteristik nur ein Planoid gehört, welches 
durch sie hindurch geht. Da indessen jedes Planoid eine 
Schaar von Charakteristiken enthält, so ist anzunehmen, dass 
das Gesetz der Pianoide von zwei Parametern abhängt , wäh- 
rend, wie wir wissen, das Gesetz der Integralcharakteristiken 
deren drei enthält. Die Richtigkeit der Annahme kann auf 
folgende Weise bewiesen werden. Ich werde zeigen, dass das 
Gesetz aller Pianoide, die durch ein endliches, begrenztes Flä- 
chenstück gehen, nach- nur zwei auf den Umfang des Flächen- 
stücks bezüglichen Parametern variiren kann. 

Man denke sich irgend eine Ebene durch die Charakteri- 
stiken gelegt, und auf dieser Ebene einen Kreis gezeichnet. 
Der Kreis wird zunächst einen Raum bestimmen, welcher alle 
Charakteristiken, die durch s^ine Fläche gehen, enthält. Auf 
die durch diesen Raum gehenden Pianoide bezieht sich das 
folgende Raisonnement. Ist der Halbmesser des Kreises hin- 
länglich klein , so werden alle Pianoide , welche durch einen 
Punkt der Kreisfläche gehen, die Kreisperipherie schneiden. 
Und jedes Planoid, das die Kreisperipherie schneidet, gehiftt, 
vrie wir wissen, einer dieselbe Linie schneidenden Charakte- 
ristik an. Also werden alle Schaaren von Planoiden , die man 
Klr die Punkte des Kreisumfangs erhält, die Anzahl der für 4ie 
ganze Kreisfläche zu coustmirenden erschöpfen. Die für einen 
Punkt der Peripherie zu construirenden üanoide variiren nach 
einem Parameter, ein zweiter Parameter bestimmt den Ort 
auf dem Kreisumfang, also hängt ihr Gesetz nur von zwei Pa- 
rametern ab. 

Ich bin mir wohl bewusst, im Vorstehenden keine allge- 
meine Definitioli der Pianoide gegeben zu haben. Denn sie ist 
auf die Charakteristiken nicht anwendbar, welche geschlossene 
Kurven sind, welohe in der Endlichkeit abbrechen, u. s. f. 
Es ist eben vorausgesetzt, dass sie Zweige haben, die in die 
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Unendlichkeit g^hen. Nfchtsdestowieniger bietet die ganz all* 
gemeine geometrische Eigenschaft der letzteren Art Cha- 
rakteristiken Pianoide zu liefern, eine Bürgschaft dafür, dass 
diese Oberflächen allgemeine analytische Charaktere haben, 
die auch gewissen Integraloberflächen bei den Charakteristi- 
ken, die wir ausgenommen haben, zukommen. 

§.38. 

Analytische Torrn der Bedingung für den Contaet der - 

IntegraJatreifen. . 

• • • ^ 

Die Bemerkung, dass die Integralstreifen (c, ^) für alle 
Werthe von ^ bei verschwindendem Winkel der siO' eiiischlies- 
senden Charakteristikeil mit der charakteristischen Abwickel- 
baren zusammenfallen, führt zu der Frage, welche analytische 
Bedingung daraus für die Form der Integrale C^ erwachse. 

Es seieiji: 5 . . 

ß = X^{x, y, z,p)ACi 

die Gleichungen einer Charakteristik, die durch einen Punkt ^^ 
mit der Richtung (a^, b^ geht, d. h. deren Tangente in diesem 
Punkt die Neigungstangenten a^, 6, hat. Diese Form der In- 
tegrale C,- ist keine bestimmte. Bezieht man sie einmal auf 
den Pmikt ^^ mit den Coordinaten x^, y,, z^ einmal auf irgend 
einen anderen Punkt ^, so kann man ihnen die Form : 

^ {^v Vv »V Pi) = ^ K Vi ^> P)> ] 

K K» Vv ^v Pi) = K i^y Vj ^> P)> > C,. \) 

h [^v Vv ^v Pi) = h i^i Vf »yP) j 
geben , und man erkennt , dass hieraus unzählige Formen ab- 
geleitet werden kdnnen, je nach der augenblickliehen Oppor- 
tunität. Von den vier auf den parametrischen Punkt ^^ bezüg- 
lichen Grössen x^, y^, z^, p^ kann einer ein fester Werth 
ertheilt werden"^). Ich will gegenwärtig die Bedingung de^ 

*) Geometrisch ist es am einfachsten, eine von den Grössen Xi, y^, i^ 
gleioh einer Constanten zu setzen. Macht man z. 6. jar« = 0, so sind die drei 
Parameter der Charakteristik o^i, Vi, Pi, d. h. die Coordinaten des Punkts, 
in dem sie, und die Neigung, unter welcher sie die xy Ebene passirt. Es 
ist symmetrischer p^ constant zu setzen, die geometrische Bedeutung der 
Parameter der Charakteristiken wird dann aber complieii't. 
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Contacts der Integralstreifen fdr die eben gegebene allgemeine 
Form der Integrale Ci ableiten, und sie nur für eine besondere 
Form derselben verificiren. 

Wir denken uns neben der ersten Charakteristik noch eine 
zweite, die durch den Punkt Sß^ geht , und dort mit der ersten 
einen unendlich kleinen Winkel einschliesst. Es sei auf der 
zweiten Charakteristik ^' ein dem Punkt ^ sehr nahe gelegener 
Punkt. Die Differenzen der GrOsjäen, die sich auf den Punkt $' 
und den Punkt $ beziehen, mögen durch das Symbol d^ be- 
zeichnet werden, so dass z. B. d^x, d^y, d^z die Projectionen 
der Verbindungslinie beider Punkte darstellen. Dann ist : 
bl j bl j bl , bk j bl . 

b^i j _ . bX. j dXi j . öXi j ÖXi , _ 

^d,x+-^ d,y + jJ.d,z + -^ d,p = ^d,p„ 

^d^x+^ d,y H- ^ d,« + ^ d,p= ^d,/.,. 
Hierzu kommt noch die Gleichung : 

Da die Richtung $$' auf der charakteristischen Abwickelbaren 
ganz willkürlich ist, so kann man in den vorstehenden Glei- 
chungen nach einander d^o;, d,y, d,j», d^p gleich Null setzen, und 
die übrigen Differentiale eliminiren. Dies giebt dann für den 
Contact der Integralstreifen folgende Bedingungen : 

5«~\5p~ 5p7/ 5iB~ \5p 5jp7/ 5«^\5p bp^ /' 
0— ^^' (^ ^^A «. bi^/bk ö>ta\ bx^'/bxbi,\ 

^\bx by ) SpIV^Sy / 5^\5ä"dy /' 
bl . bl bX' . bX , bX bX' ^ * * . . T^. 

dritte Gleichung ist übrigens eine Folge der beiden ersten, 
vorausgesetzt, dass die Grössen l^ s~^)> ^^^* i^cht für sich 
verschwinden. 

Man kann die Integrale C^ aus den Integralen mit zwei 
Constanten der Gleichung F=sO in folgender Form erhalten: 
f A ^f—^f_^ M A df _bf , bf ^ , df bf bf ^ 
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Bestimmt man aus diesen Gleichungen a, ßy y als Funktionen 
von X, y, Zj p, so sind die a, ß, y die Integrale C^-. Es ist leicht, 
an dieser Form der Integrale die Bedingungen für den Contact 
der Integralstreifen zu verificiren. Bezieht man sie nämlich auf 
den Punkt x^^ y^, z^^ wodurch man erhält : 

so hat man sechs Gleichungen, die, total differenzirt, die DifFe- 
renziale d^a?, d,y, d^jj, dj», d^p^, da^ d/J, d;^ enthalten. Indes- 
sen D|/=ss giebt wegen dß = yda nur : 

und Dj/;— giebt -^ = 0. Die Gleichung DJ^ befriedigt 

At Af 

aber wegen ^=sO, ^ =0 die Bedingung pd^x-^qd^y^d^z^ 

und dies ist die Bedingung f(lr den Contact der Integralstrei- 
fen. Die übrigen Gleichungen: 

reichen zur Elimination der darin vorkommenden Diiferenziale 
nicht aus und geben folglich keine neue Bedingung. So dass 
die Integrale C^ in ihrer gegenwärtigen Form den Contact der 
Integralstreifen als alleinige identische Folge nach sich ziehn. 

Zu bemerken ist , dass die Integrale a und ß in einer Be- 
ziehung stehen, welche die Gleichung : 

(st)-» 

nach sich zieht. Man bestimmt die Integrale a und ß aus den 

Af 

Gleichungen : /*» und ^ » 0. Da man also aus den Integra- 
len a und ß durch Elimination von p /=:0 zurückerhält, so muss 
man das Integral ~ durch Differentiation beider Gleichungen 

nach a finden. In der That folgt: 

. ^ dJl dp 

5p~ ISäT' 

iß __ dX. dp 

da ' dp da 
oder 

dX di, _Q 

* ^ dp 
und da dies f(lr jeden Punkt der Charakteristik gilt, so folgt 
daraus die obige Belation. 
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Beispiel. Es aei die Dififerentialgleichung : 
gegeben. Die Gleichungen der^ Charakteristiken werden : 



flp = 



y = 



2ä ' 
P 2» ' 



► Co 



' 9 



»^- 



22 



und sie haben folgende Integrale :' 



a 



y X 



\ — - 

9 



WO zwischen den Gonstanten a, /9, ^ die Relation : . 

stattfindet. 

Von diesen Integralen hat man irgend drei zu nehmen, und 
daraus j) oder g mit Hülfe der Gleichung ^^0 zu eliminiren, 
um die Gleichungen C^ zu erhalten. 

Eliminirt man p und q aus deto irrsten und zweiten Inte- 
gral und der Gleichung F=0, wobei das zweite Integral erst 
auf die Form : 

jsni bringen ist, so folgt: 

und dies ist ein Integral mit zwei Constanten der Gleichung 
F = 0. Giebt man dem zweiten Integral die Form : 

und differenzirt das erste und zweite Integral nach p, dividirt 
die so erhaltenen Gleichungen : 

da -7 — 



g. 89. Yin. IiitegMlcliartkkteiistlken aU Kttrreiisystetn im Räume. 77 

durch einahder und setzt den Quotmten gleich einer neuen 
Constanten «, s6 kommt : 

n = —i—Vl 

Dividirt man nun das erste durch das dritte Integral, so kommt: 

mithin ist --= = . Da nun die Gleichuns : 

V — yjzX'' Y^ 
eine Relation zwischen dem ersten und dem dritten Integral ist, 
so kann man sie überhaupt als das dritte Integral ansehen, wel- 
ches sich somit durch Differention aus den beiden ersten er- 
giebt. 

Der Grund, wesshalb z. B. das erste und dritte Integral 
nach demselben Verfahren kein Integral mit zwei Constanten 
der Gleichung F SS liefern können, liegt hier sehr nahe. Die 
beiden Integrale : 

y X 

^ . Y* 

enthalten nur drei Variabein. Sie geben folglich durch Elimi- 
nation vop |) die Gleichung einer Cylinderfläche, deren Erzeug- 
ende der y Axe parallel ist. ' Diese Erzeugende würde daher 
auch bei Variation ihrer Parameter die Charakteristik der Cy- 
linderflächen werden. Dadurch käme kein Polarkegel zu Stande. 
Man wird also unter andern kein Integral mit zwei Constanten 
erhalten, wenn man p eliminirt aus zwei von den Gleichungen 

C,-, denen eine der Variabein a?, y, z fehlt, 

• 

§.39. 

BemerlningeQ und Beispiele sur Theorie d«r Conoide und 

Pianoide. 

Bekanntlich giebt es eine unbegrenzte Anzahl von Inte- 
gralen mit zwei Constanten der Gleichung Fs=0. Deshalb 
scheint es mir von Interesse, diejenigen von ihnen, welche 
einer präcisen geometrischen Definition fähig , einer genaueren 
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Untersuchung zu unterwerfen. Dies ist vorzüglich bei den Co- 
neiden und Planoiden der Fall, mit denen wir uns jetzt be~ 
schäftigen werden. 

Eliminirt man p^ und j> aus den Gleichungen : 

^1 i^v Vv ^v Pi) « ^1 («) y> ^> p)> 
^ K, y„ ^1, Pi) = h (^» y» ^> P)j 

so ergiebt sich die Gleichung : 

fci^vVv^v 05, y, 5f) = 
der Integralconoide, in welcher man die laufenden Coordinaten 
X, y, z mit denen der Conoidspitze 0?^, y,, z^ vertauschen kann, 
ein Umstand, der, wie wir sehen werden, eine einfache geo- 
metrische Bedeutung hat. Aus irgend einem Integral mit zwei 
Constanten: 

erhält man die Gleichung der Conoide auf folgende Weise. Das 
Conoid ist die Enveloppe aller Integraloberflächen , die durch 
seine Spitze cc^, y^, z^ gehen. Giebt man also den a ß solche 
Variationen, welche der Gleichung : 

fi=f[^vyv^v «»Ä=Ö 
genügen, woraus folgt : 

da ^ "^ ^ ' 

so muss sich durch Elimination von a und ß aus dieser Glei- 
chung und den Gleichungen /=sO, /is=0 ebenfalls die Gleichung 
/J. SS ergeben. 

Für die Aufstellung der Gleichung der Pianoide habe ich 
keine allgemeine Regel gegeben. Dagegen will ich diese Ober- 
flächen in dem besonders einfachen Falle der Kanalflächen auf- 
suchen. 

Man denke sich irgend eine Kurve auf einer, der xy Ebene 
senkrechten Ebene gezeichnet, und die Kurve gedreht um ein 
Loth, gefällt auf ihren Durchschnittspunkt x^ y^ mit der xy Ebene, 
und es mag für jeden anderen Punkt der ocy Ebene eine der 
oben beschriebenen cougniente Schaar von Kurven construirt 
werden. Das System von Kurven , welches man so erhält, ist 
ein System von Integralcharakteristiken, die alle einander 
congruent sind. Integralcharakteristiken sind sie deshalb, 
weil ihre Integralstreifen von der Form (c, $) für constantes c 
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und variabeles $ einer Abwickelbaren angehören, und dies 
folgt wieder aus folgender Betrachtung. Man lege durch die 
zwei Punkte ^ und ^^ irgend einer ebenen Kurve in ihrer 
Ebene einander parallele Gerade G und G^ und drehe die 
Kurve einmal um G, das andere Mal um G^. Die so erhalte- 
nen Rotationskörper tangiren sich längs der Kurve in ihrer ur- 
sprünglichen Lage. Das oben beschriebene System von Inte- 
gralcharakteristiken kann aber ebensowohl entstehen durch 
Umdrehung seiner Einzelkurven um die Lothe , welche gefällt 
werden auf irgend eine der xy Ebene parallele Ebene, in de- 
ren Durchschnittspunkten mit jenen Einzelkurven, woraus sich 
denn ergiebt, dass jene Kurven allerdings Integralcharakteri- 
stiken sind. 

Dies vorausgeschickt, wollen wir uns eine Vorstellung von 
ihren Conoiden und Planoiden verschaffen für den Fall , wo die 
Kurve, deren Umdrehung das System erzeugt, eine Parabel, 
und dann wo sie ein Kreis ist. 

Die Parabel soll mit ihrem Scheitelpunkt in der xy 
Ebene liegen imd diese lothrecht passiren. Die Conoide sind 
dann diejenigen Rotationskörper, welche entstehen, wenn eine 
Parabel um eine ihrem Parameter parallele Axe gedreht wird. 
Je weiter die Umdrehungsaxe vom Scheitelpunkt der Parabel 
rttekt, um so mehr nähert sich, das Gonoid einem parabolischen 
Cylinder, in den es sich wirklich verwandelt, wenn jene Ent- 
fernung unendlich wird. Es besteht mithin der parabolische 
Cylinder aus Integralstreifen von der Form (c, c») und er ist 
das Planoid des betrachteten Charakteristikensystems. 

Ist die erzeugende Kurve ein Kreis, so ist sie geschlossen, 
und es kann von einem Punkt in der Unendlichkeit keine Rede 
sein. Indessen zwingt uns die Analogie auch in diesem Falle 
eine Oberfläche als Planoid anzusehen, nämlich den Kreiscy- 
linder. Der erzeugende Kreis mag seinen Mittelpunkt in der 
xy Ebene haben und senkrecht darauf stehen. 

Die Conoide eines solchen Charakteristikensystems sind 
alle diejenigen Rotationsoberflächen, welche durch Umdre- 
hung eines Kreises um eine in seiner Ebene liegende, ihn 
schneidende Gerade entstehen. Daher ist die Kugel ebenfalls 
ein Gonoid jenes Systems, imd zwar ist sie die eine Grenz- 
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gestalt, während die andere Grenzgestali dureh Umdrehung 
des Kreises um seine Tangente entsteht. 

Diese Conoide bestehen sämmtHch aus Integralstreifen 
von der Form (c, ^). Wie schon bemerkt, existirt hier keine 
Form (c, op) . Dagegen kann man Integraloberflächen zusam- 
mensetzen aus Integralstreifen von der Form (c, t], worunter 
ich den Streifen verstehe , der von zwei sich nicht schneiden- 
den Kreisen eingeschlossen ist, wo demnach der Schnittpunkt 
der Charakteristiken inlaginär ist. Diese zwei Kreise können 
parallel sein, oder ihre Ebenen können einen Winkel mit ein- 
ander bilden. Ist das letztere der Fall, so wird dieser Winkel 
als mit der Entfernung der Kreise von efiiander verschwindend 
gedacht werden müssen, ähnlich wie der Winkel zwischen den 
sich schneidenden Charakteristiken, die einen Integralstreifen 
einschliessen. 

Um nun aber die Analogie nachzuweisen, welche mich 
bewog, in diesem Fall den Kreiscylinder, der aus von paralle- 
len Kreisen eingeschlossenen Integralstreifen besteht, als Pla- 
noid anzusehen, verfahre ich, wie vorhin, bei den paraboli* 
sehen Charakteristiken. Ich lasse die Ihtegralstreifen in fol- 
gender Weise entstehen : Es sei c ir^nd einer der Kreise. Wir 
fällen in seiner Ebene ein Loth auf die xy Ebene , und zwar 
mag dessen Fusspunkt zwischen dem Durchschnittspunkt des 
Kreises mit dieser Ebene und seinem Mitt^elpunkt liegen. Dreht 
man die Ebene des Kreises ein wenig um jenes Loth als Axe, 
so begrenzen die beiden Lagen des Kreises einen Integralstrei- 
fen , von der Art , wie sie zur Bildung der Conoide gehören. 
Lässt man nun das Loth nach dem Mittelpunkt zurücken und 
dann in denselben fallen, so entsteht bei einer unendlich 
kleinen Drehung ein Integralstreifen, der zur Kugel gehört, 
jßückt das Loth weiter und zuletzt zum Kreise heraus, so lie- 
fert eine Diflferentialdrehung einen Integralstreifen der oben 
erwähnten Gattung, dessen Begrenzungskreise sich nicht schnei- 
den und nicht parallel sind. Wird endlich das Loth in unend- 
liche Entfernung vom Mittelpunkt des Kreises verlegt, so ent- 
steht ein Integralstreifen mit parallelen Begrenzungskreisen. 

Um diese lategralstreifen %u bezeichnen, sei R der Halb- 
messer der. Kreise und E die Entfernung der Umdrehungsaxe 
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von dem Mittelpunkt des Kreises. Dann hat man die vier Ar- 
ten von Streifen. 

(c, E=0), (c, E<R), (c, E>H) (c, ^«oo). 
Der erste ist ein Element der Eugel, Aus Streifen der zwei- 
ten Art setzen sieh die übrigen Conoide zusammen. Die so- 
genannten Kanalflächeu bestehen aus den Streifen der dritten 
Art. Und die Streifen von der Form (c, J&=oo) bilden das 
Planoid des gegenwärtigen Charakteristikensystems, nämlich 
den Kreiscylinder. 

Man kann übrigens , um die Analogie zu vervollständigen, 
im vorliegenden Fall die Definition der Integralconoide etwas 
ausdehnen und zu ihnen noch die Ringflächen rechnen, welche 
durch Umdrehung der Kreisebene um eine ausserhalb des 
Kreises gelegene Axe entstehen, mit anderen Worten die- 
jenigen Kanalflächen, in deren sämmtlichen Integralstreifen 
(c, £'>i?) , E constant ist. 

§. 40. 

Wie man die Natur eines Integrals mit zwei Constanten 

untersuchen kann. 

Wenn 

f K y, Ä, a, Ä = 
die Gleichung irgend einer nach zwei Parametern a und ß va- 
riabeln Integraloberfläche vorstellt , so erhält man die Schaar 
der Charakteristiken, welche sie enthält, als Durchschnitts- 
linien der Oberfläche /*= mit der Oberflächenschaar : 

deren variabler Parameter y ist. 

Hat die letztere Schaar eine Enveloppe und wird diese 
von der Oberfläche /*= geschnitten, so bilden zwei auf ein- 
ander folgende Charakteristiken der Oberfläche /*» offenbar 
einen Integralstreifen von der Form (c, ^) . Hat die OberflU- 

chensehaar -y- + y -jj = ^ keine Umhüllungsfläche, so ist die 
Gleichung /*= nothwendig die der Pianoide. Schneiden sich 
alle Oberflächen y~ + y "äo" = in einer Kurve , die ihrer- 
seits von der Oberfläche f=0 geschnitten wird, so muss letz- 
tere die Gleichung der Conoide sein. 

F. Du Boi8-Brtmond, Beiträge. 6 
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Diskutiren wir z. B. die Gleichung: 

des Beispiels in §. 38. Sie giebt : 

Letztere Gleichung ist, y als variabel angesehen, die Gleichung 
einer Schaar von Cylinderflächen , die senkrecht auf der xy 
Ebene stehen, und sich sämmtlich in der js Ordinate schneiden, 
welche den Fusspunkt a?=a*, y=/?* hat. Sonst schneiden sich 
diese Cylinderflächen nicht. Die Oberfläche /"ssO schneidet die 
sämmtlichen Cylinderflächen und berührt die ocy Ebene im 
Punkt x^=^a^^ y^ß^' Lässt man nun a und ß variiren, so kann 
man den Fusspunkt der Schnittlinie der Cylinderflächen, oder 
auch den Berührungspunkt der Fläche /"= mit der ay Ebene 
überall hin im positiven Quadranten der xy Ebene verlegen. 
Die Charakteristiken der Gleichung /'ssO schneiden sich alle im 
Punkt 0?=«*, y^ß^' Es ist sonach die Gleichung /"äO dieje- 
nige der Conoide der Gleichung: jsssajp^+yg^*, welche ihre 
Spitze in der ayy Ebene haben. Der Normalenkegel reducirt 
sich für die Punkte der xy Ebene als Spitze auf einen Strahl, 
der darauf senkrecht steht^ weil man dieGleichung(rp*-Hyg*=0 
im positiven Quadranten nur durch die Annahme ^«0, g=0 
erfüllen kann. Der Polarkegei wird ein Strahlenfächer, der in 
die xy Ebene fällt, u. s. f. 



IX. lieber die Intersectioiien der Kegel und deren 

Enveloppen. 

Für die nachfolgenden geometrischen Untersuchungen ist 
es besonders zweckmässig, über die Gestalt des Normalenke- 
gels die Annahme des §. 6 zu machen, die indessen keine 
Einschränkung der Allgemeinheit der Resultate bedingt, da es 
hier nur darauf ankommt, die leitenden Principien für eine 
zweckmässige Diskussion der Gleichung F ä und ihrer Inte- 
grale zu entwickeln. Wir setzen also voraus, die Directrix des 
Normalenkegels (und des Polarkegels) sei irgend eine geschlos- 
sene Kurve ohne Einbiegungen, Knicke und dergleichen. 

Di«s vorausgeschickt, gehe ich zur Betrachtung einiger 
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Eigenschaften der Durchschnittslinien der Kegel und Gonoide 
ttber, für den Fall, wo ihre Spitzen einander sehr nahe liegen. 

§. ". 
Bie Bnrohschnittalinien der Kegel. 

Wir betrachten zwei Kegelflachen, deren Spitisen einander 

sehr nahe liegen, und von denen die eine aus der anderen 

durch Variation gewisser Parameter entsteht. Die Gleichung 

der einen sei : 

= (er, y, z, a, b)=0, 
wo 

^, f], ^ sind die laufenden Goordinaten der Kegelfläche, rr, y, z 
die festen der Kegelspitze. Die Gleichung der anderen sei 
dann : 

0, = (il^„ 2/„ 2„ «1, ^)«0, 

wo 

ist. a, 6 und a^, b^, sind nach dem früheren die Neigungstan- 
genten der Strahlen der Kegel Ö)=0 und O^ssO. Mithin lau- 
ten die Gleichungen des Strahls (a, b) : 

^-x^^alC-z), 

Ich werde die partiellen Ableitungen von nach x, y, z, a, b 
mit X, f}j 3) ^7 ® bezeichnen. Dann ist : 

die Gleichung der Tangentialebene an den Kegel im Strahl 
(a, 6) . Nennt man u und t; die Neigungstangenten irgend eines 
vom Punkt xyz in der Tangentialebene ausgehenden Strahls, 
so dass : 

so nimmt die Gleichung der Tangentialebene folgende Form an : 

8l(a-w)+©(ft-v)=0. 
Die Durchschnittslinie der Kegel 0>ssO und 0^=Q ist eine 
hyberbelartige Kurve und besteht aus zwei Zweigen , die um 
so naher an der Verbindungslinie der Spitzen beider Kegel 
vorbeigehen, je kürzer diese ist. Die Schnittlinie convergirt 
bei verschwindender Entfernung der Spitzen gegen ein sich in 

6* 
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der Kegelspitze kreuzendes Knrvenpaar , welches in unmittel- 
barer Nähe der l^itze mit zwei Strahlen zui^ammenfölit, aber 
keineswegs seiner ganzen Länge nach. Es wird sich vielmehr 
ergeben, dass nur unter besonderen Umständen ein Strahlen- 
paar der Kegelfläche die Grenze d^r Sohnitiliok sein kann. 

Suchen wir nun die Gleichung der Schnittlinie auf. Ich 
setze : 

dx^sisudz, dy^iivdz, 

wo also u und v die Neiguhgstangenten der Verbindungslinie 
der Kegelspitzen bedeuten. Die Gleichung <Pi = giebt ent- 
wickelt : 

(w3E -♦- v?) -+- 3) d;5 + äda -♦- ©dfc = 0. 

Die laufenden Coordinaten ^, rj, ^ behalten für die Schnittlinie 
beider Kegel denselben Werth. Daher ist : 

da := -j^ j w-a j, rf6 = -^ j v-b j 

und man findet : 

Diese Gleichung, und die Gleichung <P=0 gehören der Linie 
an, gegen welche die Schnittlinie convergirt, wenn die Kegel- 
spitzen in einanderfallen , und welche wir, der Kürze wegen, 
Grenzschnittlinie nennen wollen. In diesen Gleichungen 

der Grenjsschnittlinie sind I, iy, ^, (dieina = — ;^, 6= ^' 

vorkommen) die laufenden Coordinaten der Grenzschnittlinia« 
Will man daher die Neigungstangenten a, b des Strahles fin- 
den, den sie beim Durchgang durch die Kegelspitze berührt, 
so hat man a und 6 in jenen Gleichungen unverändert zu las- 
sen, dagegen jz— ^=0 zu setzen, und erhält: 

Lägen statt der Gleichung (P=0 der Kegelfläche die Glei- 
chungen : 

P {^1 y, ^, p, 9) = 0, 

pa -♦- g6 = i , 

vor, wo jP = die Gleichung des Polarkegels des Kegels <2> =s 
vorstellt , und aus denen man durch Elimination von p und q 
die Gleichung (PssO erhält, so würde das analoge Verfahren zu 
falschen Resultaten führen. Diese Gleichungen geben nämlich 
entwickelt : 
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DF^Pdp -»- Qdq 4- (Xu -h Yv -+- Z) chc^O- 
adp *4- hdq -^pda -^qdb^: 0, 
DPb'-DQa-^Pdb'^Qda^O, 

v/o DP und DQ ähnlichö totale Differentiale wie /)F bedeuten. 

■ 

Setzt man nun für rfa, db die oben angegebenen Werthe ein, 
schreibt p\ q statt -^, -^ und lässt . dann die Differenzen 
a;-^^, y— 1?, Js— f verschwänden, so ergiebt sich Absurdes. 

Der analytische Grund ist der, dass -r- und -ß- ebenso- 

" ' az az 

wohl wie : 



da tt— a db v— 6 

dz Ä— C' dz af— f 

jRir ii— ^s=0 unendlich werden, und der geometrische Zusam- 
menhang ist folgender. Denken wir uns von den Spitzen bei- 
der Kegel (Z)a3sO, fl),=0 an einen endlich entfernten Punkt 
der SchnÄtlinie Strahlen gezogen, so werden diese, wenn die 
Spitzen einander sehr nahe liegen, einen sehr kleinen Winkel 
einschliesiäen. Wir lassen nun den Punkt, in dem sich die 
Strahlen treffen, die Schnittlinie durchlaufen in der Richkmg 
derVerbmdtirigsHnie d&r Eegelspitzen. Je näher er ihr kömmt, 
um so grösser wird der Winkel zwischen den beiden Strahlen. 
Und wahrend dieser Winkel gleichzeitig mit der Entfernung 
der Kegelspttzen verschwindet, wenn der bewegliche Punkt 
um ein Endliches von den Kegelspitzen entfernt ist, so i3leibt 
er endlich, wenn der bewegliche Punkt sich in deren unmit- 
telbare^ Nähe befindet. Ftlr die Punkte also, wo die hyper- 
belartige Schnittlinie umbiegt, um sich von der Verbindungs- 
linie der Kegelspitzen wieder zu entfernen, bleiben da, db und 
mit ihnen dp, dq endlich, während die Kegelspitzen in einander 
fallen; 

§. 42. 
Abhängigkeit der QrenzschnittUniezi von u und v. 

Der 'Einfachheit halber wollten wir im Folgenden bei der 
allgemeinen Diskussion davon absehen, dass die Grenzschnitt- 
linie aus zwei sich, kreuzenden Kurven besteht , und nur eine 
beliebige von beiden näher untersuchen. Die Beschaffenheit 
der anderen wird sich dann von selbst ergeben und in weni- 
gen Worten erörtert werden können. 
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Denken wir uns um die Spitee xy z des Kegels <{> ss 
eine Kugel von sehr kleinem Halbmesser construirt, und die 
Spitze des Kegels (Z>|SaO auf ihrer Oberflache befindlich. Der 
Kegel (2>=sO wird auf der Oberfläche der Kugel zwei Gebiete 
ausschneiden, deren Punkte alle innerhalb des Kegels liegen, 
und ein ringförmiges Gebiet w^ird dazwischen bleiben, dessen 
Punkte sich ausserhalb des Kegels befinden. Natürlich darf 
nur in das letztere Gebiet die Spitze des Kegels <2>|asO verlegt 
werden, wenn man Schnittlinien der im vorigen §. beschrie- 
benen Art erhalten will. 

Die Gestalt der Schnittlinien wird nun variiren mit der Lage 
der beweglichen Kegelspitze auf der Kugeloberfläche. Die Nei- 
gungstangenten u und V des beide Kegelspit^en verbindenden 
Halbmessers sind die Parameter in den Gleichungen der Schnitt-* 
linie. Da nun aber die Schnittlinie in derKegeispiUse von einem 
Strahl des Kegels berührt werden muss,*und der Kegel nur 
eine einfach unendliche Menge von Strahlen hat , während die 
Kugeloberfläche eine doppelt unendliche Uenge von Punkten 
besitzt, so muss es auf der Kugel eine Schaar von Kurven ge- 
ben, die folgende Beschaffenheit haben. Alle Schnittlinien da* 
für die Punkte einer solchen Kurve 'construirten Kegel <2>i = 
mit dem Kegel (Z>ssO berühren sich in der Spitze des letzteren 
Kegels unter einander und fall^i dort mit einem gewissen 
Strahl zusammen, der von Kurve zu Kurve variirt. Es liegt 
auf der Hand , welches das Gesetz dieser Kurven und wie der 
einer jeden von ihnen zugehörige Strahl zu finden sei. Die 
Gleichung für den Berührungsstrahl einer Schnittlinie im Punt^te 

xyjs war : 

2l(a^w)+23(&-v)=0. 

Sind Ip 1/j, ti die laufenden Coordinaten der Schnittlinie, 30 
ist dies, wenn man setzt : 



u 






die Gleichung der Tangentialebene an den Kegel tP&sO im 
Strahl a, b. Die fragliche Kurvenschaar ist also nur die Schaar 
der grössten Kreise , in welchen eine bewegliche Tangential- 
ebene an den Kegel (Z>=sO die Oberfläche der um seine Spitze 
construirten Kugel schneidet, und zu jedem Kreis gehört der 
von der Tangentialebene berührte Strahlr 
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Zieht man noch die andere Grenzschnittlinie foi Betracht, 
so verhält sich die Sache, wie folgt. Wir können durch den 
Strahl (Uj v) zwei Tangentialebenen an den Regel (2>sO legen. 
Die beiden berührten Strahlen dieses Kegels seien (a, 6j und 
(a , b') . Lässt man nun den Strahl (u, v) sich bewegen, je- 
doch so, dass er die den Strahl (a, b) berührende Tangential- 
ebene nicht verlässt, so folgt ihm der Strahl (a', 6') , der den 
einen Zweig der Grenzschnittlinie durch die Kegelspitze be- 
gleitet und nun beweglich ist , während der Strahl (a, b) , der 
den anderen Zweig tangirt, fest bleibt. 



§.43. 
FortaetBUxig* 

Man kann noch einen Schluss aus der Gleichung der 
Schnittlinie : 

ziehen. Nimmt man nämlich an, es sei : 
so folgt : 

Aus diesen beiden Gleichungen und der Gleichung 0=0 kann 
man nun a und b eliminiren, und erhält eine Gleichung von der 
Form: 

welches offenbar ^^ieder die Gleichung einer Kegelfläche ist, 
deren Spitze im Punkt xyz liegt. Andererseits geben jene bei- 
den Gleichungen Werthe von a und 6, die so geschrieben wer- 
den können : * 

In diesem Falle wird die Schnittlinie also eine Gerade und 
zwar kann sie nach dem Früheren nur der Strahl sein, welcher 
Ton der beide Kegelspitzen enthaltenden Tangentialebene an 
den Regel <l>mO berührt wird. 

Berücksichtigt man hier wieder beide Zweige der Grenz- 
schnittlinie, so sieht man, dass beide Zweige in Geraden über- 
gehen, wenn die Grössen uund t; der Gleichung VssO genügen. 
Es sind dann 'die Strahlen, in welchen die zwei durch den 
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Strahl [u, v) gelegten Taagentialebenen den Kegel (PsO be- 
rühren. 

Was den Kegel f äO betrifft, so ist er von grosser Be- 
deutung in der Theorie der Gleichung f =0, und wegen einer 
später mitzutheilenden Eigenschaft, werde ich ihn denFa — 
cettekegel nennen. 

Wir können die bisherigen Betrachtungen hinsichtlich der 
Schnittlinie der Kegel ©ssO und (Z>j = folgendermassen :5U- 
sammenfassen : 

Man construire um die Spitze des Kegels 0^0 
eine Kugel von unendlich kleinem Halbmesser, und 
markirte auf ihrer Oberfläche die Directrix des 
Kegels ^=0. Legt man nun an den Kegel Ö)=sO 
eine Tangentialebene in irgend einem Strahl (a, 6) 
und lässt die Spitze des Kegels (P, = den gröss- 
ten Kreis durchlaufen, in welchem diese Tangen- 
tialebene die Kugeloberfläche schneidet, so ist 
die Grenzschnittlinie der Kegel = 0, <Z>, = eine 
Kurve, welche für alle Lagen der beweglichen 
Kegelspitze vom Strahl (a, b) im Punkt xyz bertlhrt 
wird, mit diesem Strahle aber zusammenfällt, so- 
bald die bewegliche Spitze in die Directrix des 

* . . . ,j 

Kegels y=0 gelangt. 

» » 

§. 44. 
Ueber die Umhunirngsfladhen von Keggeln. 

Construirt man für alle Punkte, einer Kuryß im Räume als 
Spitzen die Kegel (Z>=0, so werden diese von einer Oberfläche 
eingehüllt, welche der Ort ihrer successiven Schnittlinien ist. 
In dem besonderen Falle , wo die Gleichungen der räumlichen 
Kurve die totale Differentialgleichung : 

erfüllen, muss die. UmhüHungsSäche ß}Xke Beg^lfläcbe sein, da 
die Schnittlinien in diesem Falle gerade, tju^ien sind* leb werde 
aber nachweisen, dass sie alsdann eine abwickelbare Ober- 
fläche ist. 

Diesen Beweis werde ich durch. Gonstnjußtion führen. 

Stellen wir uns vor^ es seien für alle Puak.to qiöer Oberr 
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fläche als Spitzen die Kegel 0=sO construirt.. Um dea Kegel, 
dessen Spitze im Punkt xyz liegt, werde durch den Strahl (a,,6) 
eine Tangentialebene gelegt, welche die Oberfläche i/scO in 
einer Kurve schneidet, deren Tang^te im Punkt xy;s die Nei-r 
gungstangenten u und v haben mag. Sind(2a?,dj/, dz die Projec- 
tionen des Elements der Kurve , welches der Paukt an/z naqh 
einer Richtung begrenzt, so ist demnach : 

dxssiidzy 
dyssvdz. 

Die Tangentialebene an den Kegel xyz wird den Kegel 
aTjsrir-hcfcc, y^ssy-^dj/y z^^s.z-^dz entweder, schneiden oder 
berühren, oder endlich daran vorbeigehen. Den letzteren Fall 
wollen wir als irrelevant nicht weiter berücksichtigen, da dann 
die Tangentialebene, vom Punkt ocyz aus nach der entgegenge- 
setzten Seite verlängert, die Kegel schneidet, deren Spitzen in 
ihrer Spur auf der Oberfläche ifsO liegen. Auf den zweiten Fall 
kommen wir alsbald zurück, und nur der erste mag pun be-^ 
trachtet werden. 

Legen wir eine Tangentialebene^ ^ den lLQ%e\x^^z^.m, 
dem Strahl, welchen die erste Tangentialebene triffb, so .ge- 
langen wir auf der Spur der zweiten Tangentialebene, die im 
Punkte (Tj^jÄ^ die Neigungstangenten : ', 

* djjj * da?! 

haben möge, zur Spitze x^^x^-^dx^^ y»==yi"+"öyi> ^^^z^-^dz^ 
eines dritten Kegels, an den wir in dem von der zweiten Tan- 
gentiale/bene getroffenen Strahl eine dritte Tangentialebene le- 
gen können, u- s. f. Die successiven Tangentialebenen werden 
umhüllt von einer Abwickelbaren^ (üe aus ebenen Streifen von 
endlicher Bneite .besteht, so lange^ cte, %, cb, etci' nicht Ver^ 
schwinden , und wir werden sofort sehen , dass letzteres im 
Allgemeiuen xAß\^i staU£nden darf, d. h, dasa jj^ne. Abwickele 
ba^re iip AUg^mpii^fi]!;). keine Mutige Qberfläphe^.zjjr Grenze hat. 

Es muss noch hin;^a^fügt werden, .dass,. wenn die Pro-^ 
jeetionendop, dy^ dii^, n. s. f. hinreichend klein waät^ einem 
Anfangspunkt xyz und einer Anfangsrichtung u, v unserer 
Construction stets zwei Abwickelbare entsprechen ,, da die 
erste Tangentialebene, wenn sie den Kegel -a;|y|jS| überhaupt 
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schneidet , wegen der sehr geringen Entferaung der Spitzen 
zwei seiner Strahlen treffen muss. 

Es seien nun a^, b^ die Neigungstangeuten des Strahls des 
zweiten Kegels , den die Tangentialebene an den ersten Kegel 
trifft, und ich werde so alle auf den Kegel Xiy^z^ bezüglichen 
Grössen mit dem Index 1 versehen. 

Aus der Gleichung der Tangentialebene an den ersten 
Kegel : 

folgt wegen : 

für da und db die Relation:. 

Hierzu kommt noch die andere : 

0^ = 0. 
Diese, unter Berüoksichtiguhg der Relationen : 

dxssitdZj dyssvdzj äda-t-SdfrasO 
entwickelt, giebt eine Gleichung ron der Form : 

== (Xu 4- gl; + 3) da; + F^eto* + /Tjdxda 4- Fgdä* -ih etc. , 
wo die Coefficienten H^, H^^ H^ auf bekannte Weise aus den 
zweiten Differentialquotienten von (Z> zusammengesetzt sind. 

Aus dieser Ei^wieklung geht hervor, dassNia und db nur 
dann von der Ordnung dx sind, wenn man setzt: 

sonst sind jene Differentiale niederer Ordnung"^).: Aus der 
Gleichung der Tangjentialebene an den Kegel x^ y, z^ folgt noch : 

und die&e Gleichung giebt entwickelt eine Gleichung von der 
Form: 

J^^Kdx-^K^dy-^K^Z'^K^da^K^ilb'^K^dU'^k^dO'i' etc., 

woraus sich, wie auch anderweitig einleuchtet, ergiebt, dass 
du und dv von der Ordnung cb, db sind. 

Die Spur der oben construirten Abwickelbaren auf der 



*) Eine dieser ähnliche Betrachtung wird im letzten Abschnitt dieser 
Untersuchung genauer durchgeführt werden. 
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Fläche Jf sO ist also eine pdlygonale Linie , deren Gontingenz- 
Winkel niederer Ordnung sind , als die Polygönseitien , aus de- 
nen sie zusammengesetzt ist: mit Ausnahnie des Falles, wo 

man hat : 

Im+3)w -1-3=0. 

Daher wird in diesem Falle und nur in dies^ isin Cirensüber- 

gang zulässig sein. Auf die eigentfiümliche Art fl^s Gontacts 

der Abwickelbaren mit den Kegeln (Z>, welche sie einhüllt, 

komme ich im Laufe dieser Betrachtungen zurück. 

Zieht man hier wieder beide Zweige der Grenzschnittlinie 
in Rechnung, so übersieht man leicht, dass durch jede der 
Kurven auf der Oberfläche Jf^O, welche die Gleichung : 

Xw + 9)t? + 3 = 
erfüllen, zwei Abwickelbare gelegt werden können, welche 
die .für ihre Punkte als Spitzen construirten Kegel Ö) = 6 um- 
hüllen. 

Wir können die Ergebnisse dieses §. folgendermassen zu- 
sammenfassen : 

Gonstruirt man für die Punkte irgend einer 
Kurve auf einer Oberfläche die Kegel <P>=asO, so 
werden diese eingehüllt von Oberflächen, deren 
geometrisc.her Gharakter im Allgemeinen com- 
plicirt ist. Sie sind der Ort der Grenzschnittli- 
nien, deren Gesetz wir oben entwickelt hjaben. 
Eine Schaar von Kurven giebt es aber auf jeder 
Oberfläche, von der Beschaffenheit, dass die zu 
den Punkten einer jeden Ton ihnen als Spitzen 
construirten Kegel von Abwickelbaren einge- 
hüllt werden. ' 

Man erhält diese Schaar aus d^n Gleichungen JfssO und 

V (a?, y, j3, x', y) = auf dieselbe Weise, wie in §.42 difl 

Schaar Integralkurven der totalen Gleichung <J>»0, welche auf 

-der Oberfläche 1/^= liegen , zu constniir^n gelehrt wurde *) ., 



*) Lasst man die eingangs dieses Capiteis gemachte Voraussetauinfi 
fallen, so leuchtet ein, dass, jenachdem der Kegel «f^sO, wenn seine 
Spitze auf der Oberfläche ifssO liegt, von ihr in 4, 9 oder mehreren Strah- 
len geschnitten wird, es auf dieser Oberfläche eine, zwei oder mehrere 
Kurvenschaaren giebt, längs deren die Kegel ^aO von Abwickelbaren 
eingehüllt werden. 
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Ausserdem geht voa jedem Punkt der Oberfläche eine Doppel— 
schaar von polygonalen Linien aus, Ifings welcher die Kegel von 
Abwickelbaren aus endlich breiten Streitoa bestehend einge- 
hüllt werden. 

X* lieber die Intersectionen der Conofde und deren 

Enveleppen. 

§. 45.. 
Bio Schnittlinien der Conoide. 

Nachdem wir die Schnittlinien der Kegel untersucht haben, 
ist über diejenigen der Conoide kaum etwas zu bemerken. Es 
seien zwei Conoide gegebcen, deren Spitzen ^ und Sfi^ einander 
sehr nahe liegen,, so schneiden diese sich ebenfalls in einer 
Kurve, die, einer Hyperbel vergleichbar, zwei Zweige besitzt, 
bei verschwindender Entfernung der Spitzen aber mit einer 
Charakteristik verschmilzt*). Diese Charakteristik ist dieje- 
nige , welche im Punkt ^ berührt wird von derjenigen Tan- 
gentialebene an das Concnd ^ in diesem Punkt, die durch deu 
Punkt $1 geht. Wir gehen somit zu den Umt^üUungsflächen 
d^r Gpnoide über. 

• §.46. 

Umliüllungsflächen deif Conoide. ' ' ' 

' tei^itens. Wenn die Spitzen der umhttlltöfa Conoidi auf 
einem Conoid liegen. ' ' ' - • 

' Beginnen wir mit der Slnveloppe der Coiioide, die für die 
Pülikte einer auf einem Conoid^ befindlichen Kurve ials Spitzen 
cohstruirt werden. Das Cönoid ^ ist diese Enveloppe (§. S2) . 
Setzen wir bei Conoiden eine ähnliche Gestalt "^ie bei 'den Ke- 
geln vorauii', s'ö' hat ein Cönoid allerdings zwöi Eriveloppen. 
Davon wird später die Rede sein.' '^ 

' i. icR denk6'toit<jrivei Punkte : ^ (a?, y, %], f\ {x^, y^, z^] 
als S^iitzen von Coiioiäen auf -einer Chariakteristik. Das Cö- 
noid ^ kehre dem Punkt $| seine Oefihung zu und das Cönoid 

$1 dem Punkt i^.die seinigpi. ' Ihre Gleichungen werden sem: 

« 

■■* --- . ' ... 

*) Eigentlich (onter. der eingangs dos ' Capitels gemsachten Voraus- 
setzung) mit zwei Charakteristiken , die sich in der ConoidBpitze schnei- 
den. Es gilt hier von den doppelten Grenzschnittiinien , dasselbe, was 
darüber im vorigen Capitel gesagt wurde. 
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wo 5, ly, C; ?,, 1?,, Ci die laufenden Coordinaten der Conoide 
^ und ^\ bezeichnen. Jetzt denke ich mir den Punkt ^, einer 
Kurve auf dem Gonoid $ angehörig, und zu deren sämmtlichen 
Punkten ^j, ^/, ^/', etc. die Conoide construirt. Beziehen 
wir in ihren Gleichungen die laufenden Coordinaten auf den 
Punkt ^, den sie alle gemein haben, so werden sie : 

f [<^xi 9i\ ^/, «, y, ^) = 0, 
etc, 

wo a?/ y/ js/ etc. die Coordinaten der Punkte ^/ etc. bedeu- 
ten. Da aber der Punkt ^^(^) eine ganz beliebige Lage auf 
dem Conoid ^ hat, so können wir statt seiner Coordinaten 
a?/**), y^(^\ 55/**) die laufenden Coordinaten ^, »;, ^ des Conoids 
$ setzen und es muss : 

identisch mit der Gleichung des Conoids $ : 

f[^, y, ^, f, 7» S)=o 

sein. Dieses ist die geometrische Herleitung der analytisch 
sich von selbst ergebenden Bemerkung (§. 39), dass die Va- 
riabein : Xj y, z mit den (Z?,, y^, z^ in der Gleichung : 

vertauscht werden können. 

Aus der geometrischen Eigenthümlichkeit der Conoide, 
dass jedes die anderen umhüllt, deren Spitzen auf seiner Ober- 
fläche liegen, ergeben sich noch einige andere Consequenzen, 
von denen ich folgende anführe. 

II. Es seien ■— p^ und — g^, die Neigungstangenten der 
Strahlen des für den Punkt $j construirten Normalenkegels. 
Sieht man nun die Gleichung : 

als diejenige des Conoids an, dessen Spitze im Punkt $ (o?, y, z) 
liegt, so folgt daraus : 



94 111- Abschnitt : Interpret, d. Integrals d. Gleichung F9O. g. 46. 

welche Formeln auch dem Gbnoid ^^ angehören. Man kann 
sie direkt ableiten, indem man sieb den Punkt ^^ in der Rich- 
tung u, V verschoben denkt und darauf diese Richtung variirt, 
ohne dass sie die Tangentialebene an das Conoid ^| im Punkt 
^1 verlässt. Dann ist : 

dup^ -♦-dv^i s= 0, 

dxi Oy dz ' 

da?* 0^4 

Aus diesen vier Gleichungen ergeben sich die Obigen durch 
Elimination von u, v, Su, 3v, 

III. Rezieht man demnach die Variabein der Gleichung 
PsaO einmal auf den Punkt $, das andere Mal auf den$|, wo- 
durch man die zwei Differentialgleichungen für f erhält : 

hf . df 

so stehen diese beiden Gleichungen in der Verbindung, dass 
die unabhängigen Variabein aj, y, % der einen die Integrations- 
Constanten der anderen sind, und umgekehrt. 

IV. Femer ist klar, dass, wenn man aus den Gleichungen : 



zwei von den Variabein a?^, y,, %^ eliminirt, die dritte von 
selbst herausfallen muss , denn man würde ihr ja unabhängig 
von den übrigen Variabein beliebige Werthe ertheilen können, 
da man, ohne die Grösssen cc, y, js, p^ q zu verändern, die Co- 
noidspitze x^y^z^ auf einer Charakteristik beliebig verschieben 
kann. 

V. Endlich bezeichne D die Variation der Spitze längs 
der Chakteristik , auf welche sich die Werthe cc, y, z, p, q 
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ip und q als Funktionen von a?, y, ßy x^, y^y z^ gedacht) bezie- 
hen, so ist : 

/)/'=ö, Z)p = 0, /)9=:0 

und aus diesen drei Gleichungen folgt durch Elimination von 
dx^y dy^y dz^ eine Partielle zweiter Ordnung, der die Funktion 
f genügen muss, nämlich : 

Dieselbe Gleichung ist auch das Resultat der Bemerkung ad lY. 

§r 47. 
FortBetBong. XTeber die Art» wie die Oonoide den Baum ausfüllen. 

Um uns hiervon ein Bild zu verschaffen , stellen wir uns 
noch immer vor , die Conoide seien in der Weise geschlossene 
Oberflächen, dass die Kurven, welche die Punkte gleicher Di- 
stanz von der Spitze verbinden, geschlossen sind. Dies wird 
der Fall sein, wenn der Polarkegel die in §. 6 vorausgesetzte 
Form hat. Nun denke man sich zwei Oberflächen I und II in 
so geringer Entfernung von einander durch den Raum gelegt, 
dass die fUr Punkte der einen als Spitzen construirten Conoide, 
bis sie die zweite Oberfläche treflen, nicht sehr von der Kegel- 
gestalt abgewichen sind. Betrachten wir jetzt das Gonoid ^, 
dessen Spitze im Punkt ^ der Oberfläche I liegf. Es schnei- 
det die Oberfläche II in der Kurve K, Construirt man nun für 
die Punkte der Kurve K^ die Conoide , die ihre Oefihung nach 
der Oberfläche I kehren , so werden diese eingehüllt einerseits 
vom Conoid ^, andererseits von einer Oberfläche (K^ K^), die 
die Oberfläche I in der Kurve K^ trifft. Die für die Punkte der 
Kurve K^ construirten Conoide werden einerseits von der Ober- 
fläche (JST, K^) eingehüllt, andererseits von einer Oberfläche 
{K\ Ag) , die die Oberfläche II in einer Kurve JST, schneidet, 
u. s. f. Kurz die Umhüllungsflächen der Conoide werden von 
der einen Oberfläche zur anderen reflectirt, so dass sie die 
Oberflächen in immer weiteren Kreisen treffen. Diese Con- 
struction lässt sich für alle Punkte der Oberfläche I wieder- 
holen, und man erhält auf diese Weise alle Charakteristiken, 
welche zwischen beiderf Oberflächen enthalten sind. 
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§.48. 

Ueber die UmhüUungBflachen der für die Funkte beliebi^^er 
Kurven als Spitaen oonstmirten Oonoide. 

Alle Int^graloberfldchen der Gleichung F=0 kann man als 
Conoidenveloppen ansehen. Diese Vorstellungsweise bietet 
hinsichtlich der Rückkehrkanten Vortheile dar. Zunächst in- 
dessen einige allgemeine Bemerkungen. 

Giebt man den Gleichungen der Charakteristiken die Form : 

i {Xi, Vi, «1, pi) =r l (x, y, Zy p), 

ii [Xi, yij z,, pi) = X|(a?, y, z, p), 
^ (a?i, yi, ^1, Pi) =• i^(x, y, z, p), 
so enthalten sie die vier Constanten a?i, yi, jsi, pi, die man auf 
drei reduciren kann, dadurch, dass man den festen Punkt 
a?i yi jSj in irgend eine Oberfläche z^^xp (a?i, yi) verlegt. 
Allein es muss bemei^t werden, dass dadurch die Allgemein- 
heit der Gleichungen insofern eine Beschränkung erfährt, als 
gemeiniglich nicht alle Charakteristiken durch die Oberfläche 
gehen werden, und die Constanten ftlr die übrigen Charakteri- 
stiken imaginäre Werthe erhalten. Die Charakteristiken der 
Differentialgleichung : 

p* -4- g* = constans ,,,, 

erhält mau z. B. nicht sämmtlich, wenn die Oberfläche ^=sO 
eine Kugel ist, sondern nur diejenigen, welche innerhalb der 
zwei die Kugel tangirenden Polarkegel : \ == const. (a^ + b^) 
verlaufen. 

Die Gleichung der Conoide : 

f (a?i, yi, JSi, X, y, jz) = 
lässt sich ebenfalls von einer Constanten befreien, wenn man 
annimmt, die Conoidspitzen liegen auf einer Oberfläche : 

z^^xp\Xi,yi): 
Dann wird sie : 

f[xuyu ^y x,y, z) =0. 
In dieser Form stellt sie ein Integral mit zwei Constanten der 
Gleichung F=0 dar. Die so eben in Betreff der Integralcha- 
rakteristiken gemachte Bemerkung erstreckt sich dann auch auf 
die Conoide. 

Ich nehme an, die Spitzen der Conoide beflnden sich auf 
irgend einer Kurve auf der Oberfläche Ztssip^ deren Projection 
auf die xy Ebene die Gleichung : 
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hat. Man erhält die Gleichung der Httlle der Conoide durch 
Differentiation nach Xi und findet : 

woraus folgt: 

hf dy __ hf h(p _ ^ 

Aus dieser Gleichung und den Gleichungen f=Oj ^^=0 Xi und 
yi eliminirt, ergiebt sich die Gleichung der Urohüllungsfläche 
der Conoide. Es ist das System dieser drei Gleichungen mit- 
hin das Integral mit einer willkürlichen Funktion oder das 
allgemeine Integral. Man kann daraus direkt alle Integrale der 
Gleichung F = durch geeignete Verfügung über die Funktion 
^ herleiten, mit Ausnahme der Conoide, die ihre Spitze in der 
Oberfläche äi = 1// haben. Um diese Conoide daraus abzulei- 
ten, könnte man indessen für g>s=0 die Gleichung eines Krei- 
ses einsetzen und darauf dessen Halbmesser versohwinden 
lassen. 

Dem allgemeinen Integral lässt sich noch eine andere Form 
geben. Da nämlich durch eine zwischen gewissen Grenzen 
beliebige räumliche Kurve eine Integraloberfläche gelegt wer- 
den kann, so enthält es scheinbar zwei willkürliche Funktio- 
nen. Es seien die Gleichungen der willkürlichen Kurve : 

Diese Gleichungen und die Gleichung f (cci, yi, JS4, a?, y, ä) = 
nacho^i^yt,^! total differenzirt und die Differentiale dx^^ cb/udZi 
eliminirt, folgt: 

^_bf /bfp b^\ _hf /df/) bilj\ ^ bf /btp bxp\_^ 

und setzt man q>^Xi—q> (zi),. t^=yi— 1/; («i), so wird diese 
Gleichung : 

welche mithin im Verein mit den Gleichungen : 

P. DU Boit-BsTMOND, Beiträge. 7 
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ebenfalls das allgemeine Integral der Gleichung F=0 reprä- 
sentirt. Dieses ist insofern eine allgemeinere Form des Inte- 
grals, als man daraus ohne Ausnahme alle partikulären Inte- 
grale erhalten kann. Denn man muss z.B. die Gleichung irgend 
eines Conoids daraus erhalten können, indem man die Glei- 
chung der Enveloppe der Conoide aufstellt, deren Spitzen in 
einer Kurve auf der Fläche des gesuchten Conoids liegen. 

§.49. 
Ueber die Qrenzbedingongen im Allgemeinen. 

Es sei femer irgend ein anderes Integral mit zwei Con- 
stanten : 

fa^fi^iVj ^1 Ol ß) =0 
z.B. die Gleichung der Pianoide vorgelegt. Alsdann erhält man 
die Enveloppe dieser Oberflächen, die irgend eine gegebene 

Kurve: 

• g> [Xij yi, z^) = 0, 

tangiren, durch Elimination von a, ß, jTi, yi, z^ aus den Glei- 
chungen : 

fa ^fi^y y, »1 «7 /^) = o, 

f^^ = f{x,,y„z,,a, /?)=0, 
9 = 0, 1/^ = 0, 

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich dann die Bedingung da- 
für, dass eine Integraloberfläche durch eine Reihe von Kurven 
K, ATi... gelegt werden könne. Es müssen gleichzeitig erfüllt 
werden die Gleichungen : 

/• = 0, /; =0, ^ =0, etc., 
^01 =0, Z>o2'=0, etc., 
^ ssO, 9?! = 0, <p^ s=0, etc., 
1^ =0, t/ii =0, \pt =ö, etc., 
JVi =0, Nt =0, etc., 
wo die Indices keiner Erläuterung bedürfen. 

Die allgemeinste Gestalt, welche man diesen Grenzhe- 
dingungen geben kann, ist folgende. 
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Die Gleichung /^i^O giebt differenzirt : 

Neben diesen Gleichungen bedarf es offenbar noch dreier, 
um Xi, yi, «1, |?i, 9i elirainiren und /? als Funktion von a be- 
stimmen zu können. Bisher benutzten wir die Gleichungen 
der Kurve qp = 0, t/^ = und ausser diesen die Gleichung 
Pii3Pi'+9iyi' = 1, in der a?/ und y/ durch Differentiation von 
^=0, T//=0 erhalten wurden. Wir können aber als Grenz- 
bedingungen drei beliebige Gleichungen einführen : 

L [cci, yi, »i,Pi, 9i)=0, 

I"(a?i, yi, i5i,pi, gi) =0, 
deren Sinn dann folgender ist. Auf die Form : 

^ [cci, yi, ^i)=0, 

Pi— r (a?i, yi, Äi)=0, 

gi— X"(iri, yi, Zi) =0 
gebracht, bedeutet die erste, die Integraloberfläche müsse 
durch die gegebene Oberfläche A=0 gehen. Die zwei anderen 
sagen aus, dass in jedem Punkte der Schnittlinie der beiden 
Oberflächen die Richtung der Normale an die Integralober- 
fläche eine gegebene Funktion der Goordinaten ihres Fuss- 
punkts sei. 

Wir haben bei diesen Bestimmungen der willkürlichen 
Funktion des allgemeinen Integrals die zwei Constanten a und/? 
nur als analytische Grössen betrachtet. Um ihnen eine geo- 
metrische Bedeutung beizulegen, hat man sie z. B. zu bestim- 
men durch den Punkt ^, wo die Integraloberfläche f^^O die 
Linie : 

Ä=rO 

schneidet. Dies giebt zunächst : 

f (l c, 0, ö, ß) = 0, 

und dann durch die Tangente t des Winkels, unter dem dies 

geschieht, wobei man noch die Gleichungen : 

bf (I, c, o, «, ß) ^ bf (I, c, o, tf , ß) 
b^ bc 

erhält. 

7* 
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Es sei nun, um diese Betrachtungen über die Enveloppen 
der Integraloberflächen zum Abschluss zu bringen, irgend eine 
Kurve K gegeben, und wir fassen auf ihr die Punkte ^ 
?i, ^ etc. ins Äuge. Wir legen eine zweite Kurve K^ durch 
den Raum, die, übrigens beliebig gestaltet, durch die Punkte 
?, ^1? ?« ••• %^^h und ii^ diesen Punkten mit der Kurve JT 
von denselben Tangentialebenen an die Polarkegel ^,$1,^9 ... 
berührt wird : so ist nach dem früheren klar, dass die Integral- 
oberflachen, welche man durch beide Kurven JiT und Äi legt, 
die durch die Punkte ^, ^1, ^g ••• gehenden Integralcharakte- 
ristiken gemein haben und sich längs derselben berühren wer- 
den. Mithin ist eine Integraloberfläche der Gleichung F = 
eben so wenig wie eine solche der Gleichung Ap'^Bq^=\ 
(§. 16) bestimmt durch die Bedingung, dass sie durch eine 
oder eine endliche Anzahl von Charakteristiken gehen solle. 
Es besteht aber zwischen beiden Gattungen von Integralober- 
flächen der Unterschied, dass die ersteren sich längs einer 
Charakteristik, die sie gemein haben, berühren müssen , die 
zweiten nicht (§. 32). Man kann diesen Unterschied auch so 
definiren, dass man sagt: Integraloberfläche der Gleichung 
^=0 ist nicht eine jede, die derOrt einer Schaar von Integral- 
charakteristiken ist, wie dies von der Gleichung Ap'¥-Bq=i\ 
gilt. Umgekehrt: Ist eine Schaar von Integralcharakteristi- 
ken so beschaffen, dass längs irgend einer Kurve, welche 
durch diese Charakteristiken geht, die durch die aneinander- 
stossenden Elemente der Kurve und der Charakteristik gehende 
Ebene jedesmal den zum Element der Charakteristik gehörigen 
Polarkegel tangirt, so ist der Ort der Schaar von Charakteristi- 
ken eine Integraloberfläche. 

Hieraus geht das CoroUar hervor, dass der Ort sich suc- 
cessiv schneidender Integralcharakteristiken allemal eine Inte- 
graloberfläche ist , da in den Schnittpunkten die sich schnei- 
denden Charakteristiken von zwei unendlich nahen Strahlen 
der für die Schnittpunkte als Spitzen construirten Polarkegel 
tangirt werden. Diese Bemerkung führt uns zu dem wichtigen 
Thema der Rückkehrkanten, welches im folgenden Kapitel ab- 
gehandelt werden wird. 



'^^ l 
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XI. 'Röckkehrkanten und osculatorische UnihttUaugs- 

oberflächen. 

§. 50. 
Analogie zwischen der Gleichung F(p,q) » und F (x, y, z,p,q) = 0. 

Es bleibt uns nun noch übrig, die Analogie zwischen den 
Integraloberflächen der Gleichung F (p, ?) = und denen der 
allgemeineren P [x, y, z, p? ?) == zu vervollständigen. 

Die Integraloberflächen der Gleichung P (p, q) ==0 zerfal- 
len in Kegel, Ebenen und Abwickelbare. Die beiden ersten 
Klassen haben wir hei der Gleichung F {x, y, z, />,?)= als 
Gonoide und Pianoide wieder gefunden. Wir werden nun se- 
hen , dass die letjstere Klasse aus allen übrigen Integralober- 
flächen besteht, die dann aus Streifen von der Form (c, $) zu- 
sammengesetzt sind, wo ^ von einen Streifen zum andern va- 
riirt. Wir wollen die Integrälstreifen durch Angabe der beiden 
sie begrenzenden Charakteristiken C, C^ und deren Schnitt- 
punkt ^ bezeichnen, wie folgt : 

nicht weil unsere frühere Bezeichnungsweise unbestimmt war, 
sondern weil hier diese Bezeichnung, wie sofort einleuchten 
wird, übersichtlicher ist. 

Unter der Annahme, die Charakteristiken seien keine ge- 
schlossenen Kiu*ven, hat man die zwei Gattungen von Integral- 
Streifen : 

(c, % Ci) , (c, oo, cO . 

Die Zusammensetzung der Conoide ist folgende : 

(c, ^, c), {c, ^, Ca), (Ca, % Ca), etc. 

In ihnen hat ^ parametrische Bedeutung. Rückt ?ß in die Un- 
endlichkeit, so entstehen die Pianoide : 

(C, oo, Cj), (C4, oo, Ca), (Ca, OO, C,), CtC. 

Ist endlich ^ von einem Integralstreifen zum anderen variabel, 
wodurch man bei geradlinigen Charakteristiken Abwickelbare 
erhält, so entstehen Oberflächen, die zusammengesetzt sind 
aus Integralstreifen von folgender Form : 

(C, "$, Ci), (Ci, ^4, Cii), (Ca, ^a, Cg), etc. 
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und auf die so erzeugten Integraloberflächen will ich jetzt nä- 
her eingehen^). 



§. öl. 
Die Hückkehrkante oder Qrenzeharakteristlk. 

Die Charakteristiken C, Ci, C», C», ..,, welche die Streifen: 
[Cj ^, c,), (Ci, $4, c,), (c,, ^8, c»), etc. 
bilden, schneiden sich successiv und zwar: Cj schneidet C 
im Punkt ^ ; C» schneidet C^ im Punkt ^i ; C, schneidet C« im 
Punkt ^g; u. s. f. Die Kurve, welche der Ort der Punkte 
^, $4, ^2, ... ist, hüllt die Charakteristiken C, d, C„ ... 
ein und ihre Gleichungen müssen die Gleichung /des Polar- 
kegels : 

Ö> [x, y, z, x\ y) =0, 

als totale DiJOTerentialgleichung aufgefasst, befriedigen ^ da ihre 
Elemente : die Verbindungslinien von ^ und ^i, von ^4 und^j^ 
von ^, und ^g, u. s. f. Strahlen der Polarkegel ^, ^4, ^^ ... 
sind. 

Die Integralkurven der Gleichung (P=0 zerfallen also, wie 
wir erkennen, in die Integralcharakteristiken, und in solche 
Kurven, welche ^ als Hüllen der Integralcharakteristiken, die 
Integrafoberflächen begrenzen, und die wir zum Unterschied 
von den ersteren Grenzeharakteristiken nennen wollen. 

Um nun deren Rolle wohl zu durchschauen, empfiehlt es 
sich, zu einer gegebenen Grenzcharakleristik die zugehörige 
Integraloberfläche zu construiren, und zwar werde ich sie als 
Conoidenveloppe darstellen. 

Es sei gegeben irgend eine Kurve, deren Gleichungen 
die Gleichung Ö> = erfüllen , und die nicht gerade eine Inte- 
gralcharakteristik ist. Wir wollen uns diese Kurve zunächst 
polygonal vorstellen, d. h. zusammengesetzt aus sehr kurzen 
Linienelementen, die dann offenbar ein jedes mit einem Strahl 



*) Es muss noch hinzugefügt werden, dass, wenn die Charakteristi- 
ken geschlossene Kurven sind, oder so beschafiFene Zweige haben, zu den 
erwähnten Klassen von Integralstrelfen eine dritte hinzukommt, die übri- 
gens zweifelsohne, ähnlich wie ich dies bei den Kanalflächen (§. 39) gezeigt 
habe, sich vermöge einer kleinen Veränderung in der Definition zu den In- 
tegralstreifen (g, ^, Ci) wird gesellen lassen. 
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des für seinen Anfangspunkt als Spitze construirten Polarke- 
gels zusammenfallen werden. Es seien ^, ^i, Sj^^j -•• ^^^ Eck- 
punkte der betrachteten polygonalen Grenzcharakteristik. 

Ftlr den Punkt $ als Spitze construiren wir das Conoid ^. 
Das die Punkte $ und ^i verbindende Linienelement ^^i be- 
rührt eine gewisse Integralcharakterisik C des Conoids $. Für 
den Punkt ^4 als Spitze construiren wir das Conoid ^i. Die- 
ses wird das Conoid $ längs der ganzen Charakteristik C be- 
rühren. Das Linienelement ^1^ berührt dann eine zweite 
Charakteristik Cj, welche durch den Punkt % geht, und dort 
die Charakteristik C schneidet unter dem Winkel der Linien- 
elemente ^^i und ^1 ^i gegeneinander. Nun construiren wir 
das Conoid ^«, welches das Conoid ^i längs C^ berührt, und auf 
diesem Conoid gelangen wir auf dem Strahl ^^ ^3 ziun Punkt 
^a, zu dem das Conoid ^a construirt wird, u. s. f. Nachdem 
wir so alle Conoide ^, ^1, ^a, ^a, etc. construirt haben, finden 
wir, dass das Conoid $i im Conoid ^, das Conoid $, im Co- 
noid ^4, steckt, u. s. f. 

Da die Conoide sich successiv berühren, so haben sie 
auch eine Umhüllungsfläche. Allein^ diese Umhüllungsfläche 
hat besondere Eigenschaften, durch welche sie sich von den 
gewöhnlich betrachteten Umhüllungsflächen unterscheidet. 
Eine Umhüllungsfläche wird gemeiniglich angesehen als Ort der 
successiven Durchschnittslinien einer Oberflächenschaar. Sie 
wird von den einzelnen Individuen der Schaar berührt, wäh- 
rend diese sich in ihr schneiden. Mithin liegt die Oberflächen- 
schaar ganz an der einen Seite der Umhüllungsfläche.- Die 
Enveloppe der Conoide ^, ^4, ^a? ••• bat gerade die entge- 
gengesetzten Eigenschaften : sie schneidet die umhüllten Flä- 
chen, diese berühren sich in ihr und liegen an ihren beiden 
Seiten. Umhüllungsflächen und Kurven der letzteren Art 
werde ich, wegen ihrer sofort anzugebenden Haupteigenschaft 
»osculatorischea nennen. 

Was die alsbald zur Sprache kommende Osculation von 
Oberflächen betrifll, so habe ich darüber Folgendes vorauszu- 
schicken. Man kann zwei Arten der Osculation von Ober- 
flächen unterscheiden, die eine, die »punktuelle«, die ge- 
wöhnlich untersucht wird, spielt in dieser Theorie keine Rolle. 
Es handelt sich hier nur um die Osculation in Linien. Be- 
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rühren sich zwei Oberflächen längs einer Linie , so haben sie 
in allen Punkten der Linie nach dem MECSNiER^schen Satze .die 
Krümmungshalbmesser der diese Linie tangirenden Normal- 
schnitte gemein. Osculiren sich nun irgend zwei durch einen 
Punkt ^ der Berührungslinie der Oberfläche gehende Kurven 
in diesem Punkt % so haben die beiden Oberflächen noch den 
Krümmungshalbmesser des die transversalen Kurven tangiren- 
den Normalschnitts gemein. Wenn aber zwei Oberflächen im 
Berührungspunkt die Krümmungshalbmesser irgend zweier 
Normalschnitte gemein haben , so haben sie , wie aus der Be- 
trachtung der indicatorischen Linie Düpin^s hervorgeht, dort 
alle Krümmungshalbmesser gemein, d. h. sie osculiren sich. 
Die Oberflächen osculiren sich also im Punkt ^, und wir kön- 
nen nun die Osculation in Linien so definiren : Sie findet Statt, 
wenn zwei Oberflächen sich längs einer Linie berühren, und 
für alle Punkte dieser Linie die Krümmung irgend eines Nor- 
malschnittes gemein haben, mit anderen Worten : wenn in der 
Berührungslinie die Schnittlinien der beiden Oberflächen mit 
irgend einer Ebene drei Punkte mit einander gemein haben. 
So werden wir sagen, die Oberflächen gehen einen Contact 
von der nten Ordnung ein, wenn jene Schnittlinien n-h4 Punkte 
gemein haben« Es findet dann längs der ganzen Berührungs- 
linie ein Contact von der nten Ordnung statt*). 

Ich gehe nun zur Betrachtung der osculatorischen Hüllen 
über und zwar der ebenen Kurven, da dies für die Folge aus- 
reicht. 

§.5». 

Bemerkungen über die OBOulatoriBohen UmhulTuTigflllnien von 

ebenen Kurven. 

Diese Umhüllungslinien sind sehr mannigfacher Art. Als 
unzweckmässig erweiset sich bei genauerer Untersuchung die 
rein analytische Definition derselben als solcher Kurven, die 



*] Von dieser Osculation der Oberflächen in Linien habe ich nirgends 
eine Erwähnung gefunden, mit Ausnahme einer Note, weiche Olivier sei* 
nem Memoire de Geometrie (Ec. Pol. Cah. 25) hinzufügt. Die Note befin- 
det sich S. 4 45. Er behandelt indessen dort Fragen, die mit dem hier vor- 
liegenden in keinem Zusammenhange stehen. 
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nicht durch Specialisirung des constanten Werths des Parame- 
ters in der Gleichung der umhüllten Kurvenschaar erhalten 
werden können. Geometrisch hat bisweilen ein partikuläres 
Integral der Differentialgleichung der Kurvenschaar dieselben 
Eigenschaften als ein singuläres. Von befriedigender Allge- 
meinheit in geometrischer Beziehung scheint mir vielmehr nur 
folgende Definition zu sein : Es sei 

die Gleichung der ebenen Kurvenschaar. Betrachten wir « als 
z Ordinate einer Oberfläche, so sind die Individuen der Schaar 
die Projectionen der Niveaukurven der Oberfläche. Umhül- 
lungslinien der Kurvenschaar f [x, y, a) =0 werde ich nun 
nennen die Spuren auf der xy Ebene von darauf senkrechten 
Cylinderflächen, die die Oberfläche f [x, y, a) = tangiren. 
Fasst-man sie so auf, so sieht man, dass sie im Allgemeinen 
auf der xy Ebene die reellen Werthe von a von den comple- 
xen trennen. Es giebt dann unter ihnen auch Kurven , welche 
diese Trennung vollziehen, ohne Auflösungen der Differential- 
gleichung der Kurvenschaar zu sein, und dergleichen mehr. 
Ich gedenke bei einer anderen Gelegenheit auf die Eigenschaf- 
ten der ebenen Enveloppen näher einzugehen. 

Jetzt werde ich nur diejenige Gattung erörtern, welche 
man erhalten würde auf einer Ebene , die durch die Conoide 
??^i9?27 ••• gJ^g^- Ihre Schnittlinien mit jener Ebene werden 
eingehüllt von einer Kurve, welche die Schnittlinien schneidet 
und in der sich die Schnittlinien berühren. 

Es seien ^, ^^, ^j, ... in sehr geringer Entfernung auf- 
einanderfolgende Punkte einer als Evolute gedachten Kurve, 
die in der Bichtung $, ^^, ^, ... abgewickelt wird. Die Ent- 
fernung des Punktes $ von der Evolvente sei r, und es sei noch 
^ = dr, f7^=dr^, etc. Femer sollen mit ^', ^'„ ^'j^, ... 
die Punkte der Evolvente bezeichnet werden, deren Krüm- 
mungsmittelpunkte ^, ^4, ^j, ... sind. Dann berührt der 
Kreis um ^^, dessen Halbmesser r-^dr ist, den Kreis um $, 
dessen Halbmesser r, im Punkt ^', und der Kreis (r, ^) liegt 
vollständig innerhalb des Kreises [r-hdr, ^J. Der Kreis 
(r+dr-^dr^y ^2) berührt den Kreis {r + dr, %) im Punkt ^/, 
und der letztere liegt vollständig im ersteren, u. s. f. Die 
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Evolvente ^', ^\, ^'2 ••• schneidet die sich successiv tangiren- 
den Kreise, und dies ist genau der von uns betrachtete Fall. 

Es entsteht nun hier die Frage , ob die Schnittlinien der 
Conoide die Schnittlinien der umhüllenden Integraloberfläche 
ebenso osculiren, wie die Krümmungskreise die Evolvente. 
Dies muss bejaht werden. Nehmen wir an, die durch die Co- 
noide gelegte Schnittfläche sei der ccy Ebene parallel ; es sei 

die Gleichung der Spur, eines Conoids auf der Schnittebene ; 

ri^f[x) 
diejenige der Spur der Umhtillungsoberfläche ; endlich sei x^ 
die Abscisse des Berührungspunktes beider : so ist für irgend 
einen diesem sehr nahe gelegenen Punkt cc^ -H <J : 

y-1? = j-2 [/*" [x,] - y" (a?J] + etc., 

da die Conoidspuren auch die Tangenten mit der Enveloppe 
in ihren Berührungspunkten gemein haben. Nun geht aber die 
Enveloppe durch die Gonoidspur hindurch, so dass die Diffe- 
renz y—ri mit d ihr Zeichen wechselt. Mithin muss auch 
f (^i) = 9^' (^1) sein. Wir gewinnen so den Satz, dass 
jede Integraloberfläche längs ihrer Charakteri- 
stiken osculirt wird von denjenigen Conoideu,* 
deren Spitzen auf ihrer Rückkehrkante liegen. 

§. 53. 
Die Gleichungen der osculatorischen IJmhüllungslinien. 

Es sei 

f (^, y, «) =?= 

die Gleichung der Kurvenschaar. Zwei Individuen mit den 
Parametern a und a -H da berühren sich im Punkt a?, y. Mithin 
ist für diesen Punkt : 

da 
und durch Elimination von a aus /*== und —- = erhält man 

' da 

die Gleichung des Orts der Berührungspunkte , oder die Glei- 
chung der Enveloppe, wie dies bekannt ist. 

Es kommt in unserem Falle aber noch eine Gleichung 
hinzu. Da sich nämlich die Individuen a und + da im Punkt 
ocy nicht schneiden, sondern tangiren, so ist auch 
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von a unabhängig und man findet : 



d 






by 



= oder 



b^f bf &Y bf 



bxba by byba bx 



= 0. 



Hieraus kann man weiter schliessen : Die Gleichung : 

bf 

t bx 

» = -- ST 

giebt längs der Enveloppe differenzirt : 

l^f\ 
// d 



^ 



X 



bf 
^' 

D. h. es folgt, dass y' denselben Werth fUr die Enveloppe und 

die sie tangirenden Individuen der Schaar /*== besitzt. Dies 

ist bereits §. 52 auf andere Weise bewiesen. 

Ferner giebt die Gleichung -J- =0, längs der Enveloppe 
difiFerenzirt : 



^'f 



dx 



b^f ^^ 
byba *^ 



ÖV 



da = 0. 



bxba oyoa »^ oa 

Die zwei ersten Terme verschwinden für sich, also folgt : 

Bemerkung. Die vier Gleichungen : 
/•=0 -^ = *^'^ = "^'^ ^^ K^ ^^ =0 

' ba ' 50* ' bxba ^y byba bx 

enthalten die drei Variabein x, y, a. Sollen diese veränderlich 
sein, so müssen jene Gleichungen die Form haben: 

xp {u, v) = 0, 
wo u und V zwei Funktionen von x, y, a bezeichnen und xp mit 
u und V gleichzeitig verschwindet. Die übrigen Variabein kön- 
nen sonst noch in die Funktionen xfj eingehen. Denkt man sich 
z. B. a? und y als Funktionen von a aus w =s 0, t; = bestimmt, 
so dass Wj=(r — y(a)=sO, v^ =y — qp^ (a) = und man sub- 
stituirt in jene vier Gleichungen für x und y die Werthe W|+y, 
^i'^Vv ^^ müssen sie die Form : 
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annehmen und die vier © müssen für w^ =» 0, Vj = gleichzei- 
tig verschwinden. Differenzirt man, eine der Gleichungen 
total, so kommt : 

d© = V— dw. -4- V — dv. -4- v— da = 0. 

du^ * öVa * da 
Diese Gleichung wird für t/. = 0, t;. =0 erfüllt, weil man 

dann du^ = 0, dü^ = hat, und ^ — muss ebensowohl wie © 

für Wj = 0, Vj = verschwinden. Bei der gegenwärtigen Art 
Enveloppen lässt man nun aber d© noch auf andere Weise ver- 
schwinden. Man hat : du^ = da? — ^p'da, dv^ = dy — g>'daj und 
daher : 

Für ©=/*oder Qss-J- verschwindet die Klammer, weil die 

übrigen Terme verschwinden. 

Beispiel zur obigen Bemerkung. Wir wollen als Bei- 
spiel die Kreisenveloppen betrachten, welche die Evolventen 
der Bahn des Kreismittelpunkts sind. Die Gleichung des Krei- 
ses sei I 

und es sei ß=l [a] , r= A, (o) . Es ist dann : 

-i^ = x-a+iy-ß)ßr+rr' = 0. 2) 

Ausserdem hat man : 

Hieraus folgt zunächst : 

Diese Werthe berücksichtigt, gehen die Gleichungen 1) 2) 3) 
Über in die folgenden : 

— j ^t ^ — Vf p ^, 1 ) 

tt,+/?'t;, =0, «') 

/Tu, — V, =r 0. 3') 
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Die zweite giebt difiFerenzirt : 

du^ -H ß'dv^ -4- v^dß' = 0. 

Ordnen wir sie aber nach den Diiferenzialien dx, dy, da, so 

ivird sie i 

dx'hß'dy'^da\ß"(y--ß)^rr"\=^0. 

Aber wegen (cc— a) cte4- (y— /JjdyssO und der Gleichung 3) 
verschwindet der Term dx -4- ß'dy und man erhält : 

/?"(j/-/S)+rr" = 0. 

Hierein — -r- für y—ß gesetzt, folgt : 

was sich auch durch DifiFerentiation von r'*s= 1 -^ß*^ ergiebt. 

§.54. 
VeraUgemeinerung des Vorigen. 

Gehen die Individuen einer Kurvenschaar successiv mit 
einander einen Contact von der nten Ordnung ein, so ist ihre 
osculatorische Enveloppe von der nten Ordnung, womit ge- 
meint ist, dass sie mit den Individuen der Kurvenschaar einen 
Contact von der (fH-l)sten Ordnung hat. Es sei nämlich 
wieder : 

f (^, », o) = 
die Gleichung der Kurvenschaar. Haben ihre Individuen einen 

Contact nter Ordnung, seist: 

^^M^^^ etc. = -^ = 0. 

da da da 'da 

Die DifiFerentiale längs der Enveloppe mögen mit d^ diejeni- 
gen längs der umhüllten Kurven mit d bezeichnet werden. 
Dann ist : 

^iV = y<^i^ wegen -^ d^ö = 0, 

äiV'^y'd^x wegen -^ d^a = 0, 
etc. etc. 

d,!/('*)=y('*-*"Od^a? wegen -^ — d^a^O 

ua 
t \ d^v 

oder, weil yW = -^ ist, folgt : 

woraus die Richtigkeit des Gesagten hervorgeht*). 

*) Diese Bemerkung, dass die Enveloppe von Kurven, die mit einan- 
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§. 55. 

Pigreaeion über die Bolle, welche die oeculatorisohe XTmhüILuiigs- 
fläche in der Theorie der partiellen DiflFerentialgleichungen 

zweiter Ordnung spielt. 

Bekanntlich liegt der Theorie der Gleichung: 

der Satz zu Grunde , » dass die Umhüllungsfläche einer Schaar 
Integraloberflächen wieder eine Integraloberfläche ist« (§.5). 
Dieser Satz stellt geometrisch einen Zusammenhang zwischen 
den particulären Integralen mit zwei Constanten und deren 
allgemeinem Integral mit einer willkürlichen Funktion her. 

Es fragt sich nun, ob bei den Integraloberflächen der 
Gleichung 

F''=F(.T, y, i5, p, g, r, 5, ^)=0 
ein ähnlicher geometrischer Zusammenhang wie der in jenem 
Satz ausgesprochene zwischen ümhtlliungsflächen und umhtlll- 
ten Flächen existirt. Ich glaube , der dem obigen analoge Satz 
für die Gleichung F'' « ist folgender : 

Die osculatorische ümhtillungsfläche einer 
Schaar Integralx)berflächen der Gleichung F'' = 
ist wieder eine Integraloberfläche. 

Wir wissen aus dem §. 23, dass auf jeder Integralober- 
fläche der Gleichung F" = *) eine Doppelschaar von Kurven 
existirt von der Beschaffenheit, dass längs einer jeden von 
ihnen die ursprüngliche Integraloberfläche von einer anderen 
unendlich nahen berührt wird. Diese Kurven sind die Con- 
tactcharakteristiken. Wir construiren eine Integraloberfläche /*,' 
und eine zweite f^ mag die erste längs der Contactcharakteri- 
stik C berühren. Wir construiren eine dritte Integraloberfläche 
/g, welche f^ längs der Charakteristik C, berührt, u. s. f. Die 
durch die Charakteristiken : 



der einen Contact von der nten Ordnung haben, mit jenen Kurven eine Be- 
rührung von der n + 1 sten Ordnung eingeht, ist gerade für diese Theorie 
von Wichtigkeit. Sie findet sich nicht ausdrücklich ausgesprochen in der 
sonst sehr vollständigen Darstellung der singulären Auflösungen im geo- 
metrischen Theil der Thdorie des fonctions. Folgt man indessen den Aus- 
führungen der No. 424 — 128 des citirten Werkes mit Aufmerksamkeit, so 
sieht man, dass sie sich auch daraus ohne Mühe herleiten lässt. 
*) Vorausgesetzt, dass S* — hRT positiv ist. 
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^> ^V ^21 ^3) 

gelegte Oberfläche ist alsdann eine Inlegraloberfläche, denn sie 
wird in jedem ihrer Punkte von einer Integraloberfläche oscu- 
lirt, d. h. sie hat mit ihr ausser rr, ij, z die Grössen p, g, r, s, t 
gemein, und ihre Gleichung erfüllt demnach in jedem Punkte 
die Gleichung F'' = 0. 

Es ist aber vorläufig nicht abzusehen , wie man mit Hülfe 
dieses Satzes mit den partikulären Integralen der Gleichung 
F'' = eine ähnliche Operation wie mit denen der Gleichung 
F (a?, y, js, p, ?) = vomehmeii könnte , und zwar ist es des- 
halb nicht abzusehen, weil man die willkürlichen Elemente des 
Integrals auf ganz bestimmte Weise variiren muss, damit die 
Durchschnittslinie der gegebenen und der variirten Integral- 
oberfläche eine Contactcharakteristik sei. Sobald man inzwi- 
schen weiss, wie man zu dem Zwecke die Variation einzurich- 
ten hat, wird sich ein allgemeineres Integral aus dem partiku- 
lären mit Hülfe jenes Satzes ergeben. 

Die Untersuchung hierüber ist noch nicht geschlossen, und 
ich meine , dass sie zu sehr erspriesslicheu Resultaten führen 
könne. Unter andern scheint mir das Integral mit fünf Gon- 
stanten auf diesem Wege zu einem allgemeinen zu führen. Es 
ist dies ein Punkt, auf welchen ich an einem anderen Orte zu- 
rückkommen werde. 

§. 56. 

8chlu88 der Digression. Bemerkung über die Charakteristiken 
der partiellen Differentialgleichungen höherer Ordnung mit drei 

Variabein, 

Der dem Vorigen analoge allgemeine Satz für die partiel- 
len Differentialgleichungen aller Ordnungen ist, wie mir scheint, 
folgender : 

Charakteristiken einer partiellen Differential- 
gleichung der nten Ordnung sind diejenigen, zwei 
unendlich nahen Integraloberflächen gemeinsa- 
men Kurven, in denen die beiden Oberflächen 
einen Contact der (n-i-l)sten Ordnung eingehen. 
Die Umhüllungsfläche einer Schaar von Integral- 
oberflächen, die successive einen solchen Gon- 
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lact von der (n — 1)ten Ordnung haben, ist wieder 
eine Integraloberflache der gegebenen partiellen 
Differentialgleichung. Man kann sie eine osculatorische 
Umhüllungsfiäche von der n— 4ten Ordnung nennen. Eine 
Integralober fläche solcher Differentialgleichung 
ist vollständig bestimmt durch die Bedingung, 
dass sie in einer gegebenen Kurve mit einer ge- 
gebenen Oberfläche einen Genta et von der (n — 1)ten 
Ordnungeingehen muss. 

Was übrigens die Grenzbedingungen der partiellen Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung betrifit, so kann man offen- 
bar an Stelle der Bedingung, die Integraloberfläche müsse 
in einer gegebenen Kurve eine gegebene Oberfläche berühren, 
verlangen, sie müsse durch zwei gegebene Kurven gehen. 
Und es unterliegt keinem Zweifel, dass diese Bedingung der 
anderen äquivalent ist, sie solle ohne Stetigkeitsunterbrechung 
durch eine gegebene geschlossene Kurve gehen. Denn es wird 
dann von jeder Charakteristik verlangt, dass sie die Kurve 
zweimal schneide, was natürlich dasselbe ist, als wenn sie 
zwei gegebene Kurven schneiden soll. 

§.57. 
FortaetBong der Generation der Büokkehrkanten. 

Die Umhüllungsfläche der Conoide ^, ^j, ^j» ••• *st eine 
Integraloberfläche, welche durch die Grenzcharakteristik 
^j^ij ^2 ••• 8®^^> ^^^ ®s ist nun leicht einzusehen, dass diese 
eine Rückkehrkante bildet. Der wesentliche Vortheil, den die 
Anwendung der Conoide bei der Construction der Integral- 
oberflächen darbietet , ist, dass sie in unmittelbarer Nähe der 
Spitze mit den Polarkegeln verwechselt werden dürfen. Die 
Spitze des Conoids steckt in der That im Polarkegel , allseitig 
von ihm berührt, wie in einem Etui. Statt die Enveloppe der 
Conoide in der Nähe der Grenzcharakteristik zu untersuchen, 
könnten wir daher die Enveloppe der Polarkegel betrachten, 
die für die Punkte $, ^j, $2? ••• ^^^ Spitzen construirt sind, 
da diese Enveloppe die Integraloberfläche längs der Grenz- 
charakteristik berühren muss. Die Untersuchung wird indes- 
sen noch mehr vereinfacht, wenn man von den Gonoiden zu- 
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stkd^geht KU den Integrulstretfen , aus denen sie zusammeoge- 
seUlt sind. 

Die beiden Integraloharakteristiken C und C^, die sich im 
Punkt ^ schneiden , werden in diesem Punkt von zwei Strah- 
len s und s^ des Polarkegels ^ berührt, mithin wird der Inte- 
gralstreifen 

{c, % c,] 
im Punkt $ vom »Kegelstreifen« 

(^, % ^i) 
berührt. Wir können demnach an Stelle der Integralstreifen 

die Kegelstreifen betrachten, wenn es sich um die unmittel- 
bare Nähe der Punkte ^, ^^, ... handelt. Nennen wir C die 
Integralcharakteristik, die durch die Punkte ^ und ^^ der 
Grenzcharakteristik geht, C^ diejenige, welche durch die Punkte 
^^ und ^2 E^^h ^' s. f., so besteht die Integraloberfläche, 
welche die Gonoide ^, ^j, Sß^i ...timhüUt, aus den Integral- 
streifen : 

(c, ^, cj, (Cj, ?ßj, Cj), (Cjj, % c^), etc. 

und wird längs der Grenzeharakteristik berührt von einer 
Oberfläche, die aus den Kegelstreifen : 

besteht. Die letztere Oberfläche ist offenbar die Abwickel- 
bare, welche die bewegliche Tangente an die Grenzcharakte- 
ristik beschreibt. In dieser »Grenzabwickelbaren« steckt 
die Integraloberfläche längs der Rückkehrkante wie in einem 
Etui. Sie spielt also für die dritte Gattung Integraloberflächen 
dieselbe Rolle, wie der Polarkegel für die Gonoide. 

Diese Eigenschaften der Integraloberflächen, längs ihrer 
Rückkehrkanten von derjenigen Abwickelbaren berührt zu 
werden, die der Ort der Tangenten an die Rückkehrkante ist, 
diese Eigenschaft ist eine ziemlich allgemeine. Wenn sich 
nämlich auf einer Oberfläche ein solches System von Kurven 
ziehen lässt, dessen Individuen durch die Rückkehrkante hin- 
durchgehen, ohne darin einen Knick zu erfahren, so ist die 
Rückkehrkante die Enveloppe dieser Kurven und die Tangen- 
ten an die Rückkehrkante müssen auch Tangenten an die 
QherMobß sein. Umgekehrt, wenn eine Oberfläche längs ihrer 
Hüükkehrkante von d«Q Taugenten an die Rückkehrkante be- 

F. DU Boit-BBTKOND, Beitr&ge. g 
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rührt wird, so Usst sich in allen Punkten der letzteren ein 
Solcher Schnitt durch die Oberfläche fuhren, dass die Schnitt- 
kurve in der Bttckkehrkante keinen Rttckkehrpunkt hat. 



§. 58. 

Bemerkung über die Büokkehrkanten der Integrale mit zwei 

Gonstanten. 

Was die Rückkehrkauten der Integrale mit zwei Constan- 
ten betrifft, so muss hier die Betrachtung des §. 40 vervoll- 
ständigt werden. Es sei f=f [x, y, z, a, /?) as das Integral 
mit zwei Gonstanten. Die Charakteristiken der Oberfläche 
fss sind deren Durchschnittslinien mit einer Oberflächen-« 
schaar, welche durch Variation des Parameters y in der Glei— 
chung : 

erhalten wird. Hat diese Schaar eine Umhüllungsfläche, die 
von der Oberfläche /*== geschnitten wird, so müssen sich in 
dieser Schnittlinie die Charakteristiken der Gleichung /*=(> 
schneiden, mithin ist diese Schnittlinie der Oberfläche /ssO und 

der Umhüllungsfläche der Schaar -jl. -j- y -^ c= die Rück- 

kehrkante der Oberfläche /*= 0. Setzt man nun : 

c = /'(^, y, «, cc, ß) 
als Gleichung einer Oberflächenschaar, die durch Variation des 
Parameters c ansteht, so folgt aus dem Obigen, dass die Um- 
hüllungsfläche der Oberflächenschaar : 

y " df ^ 

W 
welche durch Variation von y entsteht, der Ort der Rück- 
kehrkanten der Schaar c = /*ist. 



§. 59. 
Ueber die Aufgabe des folgenden Absohnittes« 

Indem ich hiermit diese allgemeinen Betrachtungen über 
die Integraloberflächen beschliesse, bemerke ich, dass sich 
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diese ganze Theorie mit grosser Leichtigkeit ergeben hat, so- 
bald wir einmal die Existenz der Integralcharakteristiken und 
deren Eigenschaften erkannt hatten. Dies geschah indessen 
analytisch, und die bisherigen Untersuchungen haben zwar 
gelehrt, wie sich der Unterschied zwischen den Integral- und 
Grenzcharakteristiken offenbart, jedoch nicht, worin er be- 
steht. Wie unentbehrlich aber für die Interpretation der Glei- 
chung F=sO die Ausfüllung dieser Lücke sei, zeigt folgendes 
Raisonnement. 

Man denke sich irgend eine Integralkurve der Gleichung 
(DsasO durch den Raum gelegt. Wir construiren zu allen ihren 
Punkten die Polarkegel und legen Tangentialebenen an alle Po- 
Jarkegel durch die Strahlen, in welchen sie von der gegebenen 
Kurve berührt werden. Diese werden von einer Abwickel- 
baren eingehüllt. Zu irgend einem Punkte ?ß', in der Nähe der 
Ausgangskurve , construiren wir den Polarkegel , der die Ab- 
wickelbare im Allgemeinen in zwei Strahlen schneiden wird. 
Wir wählen von diesen Strahlen einen, und construiren zu 
einem dem Punkte ^' nahe gelegenen Punkt ^j' wieder den 
Polarkegel, der die Abwickelbare wieder in zwei Strahlen 
schneidet, von denen man dann einen zu wählen hat, etc., um 
die Kurve $', ^/, ^^i ••• ^^ der Abwickelbaren fortzusetzen. 
Diese Kurve ist wieder eine Integralkurve der Gleichung <Z>ssO, 
und wir denken uns für sie eine Abwickelbare wie für die 
erste construirt, auf dieser zweiten Abwickelbaren eine dritte 
Kurve gezeichnet, u. s. f. Alle so entstandenen Abwickelba- 
ren werden von einer Integraloberfläche eingehüllt, da längs 
der oben construirten Kurven der Polarkegel beim Uebergang 
zur Grenze, die Abwickelbaren tangiren muss. Auf diese 
Weise haben wir eine Integraloberfläche construirt, deren Cha- 
rakteristiken keine Integralcharakteristiken sind. Aus dem 
Früheren wissen wir aber, dass diese Construction falsch oder 
wenigstens ungenügend sein muss, und es wird nun darauf 
ankommen, den Fehler aufzudecken. Zu diesem Zweck wer- 
den wir im Folgenden die Integraloberflächen auf Grund der 
Differentialgleichung Fs=0 aus ebenen Facetten zusammen- 
setzen, wobei sich über diesen Punkt Licht verbreiten wird. 



8* 



Vierter Absehutt. 

üeber die Construction der Integraloberflftchen 

aus Flächenelementen. 



XII. lieber gewisse Kurvensysteme auf Oberflächen« 

§. 60. 
Die Diagonalschaaren zweier Kurvenschaaren« 

Denkt mau sich irgend zwei Kurvenschaaren auf einer 
Oberfläche , so haben diese zwei Diagonalschaaren , zu denen 
sie ihrerseits die Diagonalschaaren sind. Verschaffen wir uns 
eine Vorstellung von der Entstehung solcher Diagonalschaaren. 
Der Einfachheit wegen soll angenommen werden, »die beiden 
Kurvenschaaren befinden sich auf der xy Ebene. Die Punkte, 
in denen die eine Sdiaar die x Axe schneidet, sollen mit ^, die 
analogen bei der anderen Schaar mit ^^ bezeichnet werden und 
die Gleichungen beider Kurvenschaaren seien : 

9) =9 {x,y]'-g> (l 0)=0, 

Legen wir durch ein Viereck, welches von zwei beiden 
Schaaren angehörigen Kurvenpaaren gebildet wird, die Diago- 
nale, so sehen wir, dass die Richtung dieser Diagonale von den 
Abständen der zu jedem Paar gehörigen Kurven abhängt. Wir 
legen nun transversal durch die eine Schaar 9) s irgend eine 
Kurve jST, und geben den Individuen der Schaar g>szO belie- 
bige Abstände von einander. Soll die Kurve K eine Diagonal- 
kurve sein, so müssen die Individuen der Schaar 9)^2=0 durch 
die Schnittpunkte der Kurve K mit der Schaar q>^0 gehen. 
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Dann verbinden die Elemente der Kurve K immer die gegen- 
überliegenden Ecken der durch die beiden Kurvensysteme 
gebildeten Yterecke. Ausser der Diagonalkurve K lässt steh 
dann eine ganze Schaar von Diagonalkurven construiren, welche 
durch die homologen Ecken der übrigen Vierecke gehen, und 
ausserdem die zweite Diagonalkurvensehaar, welche die erste 
kreuzt. Beide Schaaren sind mitbin voHkommen bestimmt 
durch die Abstände der Kurven g)=0 und die gegebene Kurve 
JToder noch der Abstände der Kurven ^^3=sO. Eine einfache, 
hier nicht weiter anzustellende Ueberlegung ergiebt noch, dass 
nicht etwa statt der Abstände der Kurven yasd eine Kurve des 
zweiten Diagonalsystems willkürlich ist. 

Ich gehe an diesem Orte nicht ein auf das allgemeine Pro- 
blem, die Gleichungen der Diagonalkurvenschaaren aus denen 
der gegebenen Schaaren zu finden. 

Zum Zwecke der Anwendungen der Diagonalkurven soll 
eine bequeme| Bezeichnungsweise der auf solche Kurvensys- 
teme bezüglichen Grössen angegeben werden. Man kann 
sich vorstellen, die Oberfläche , auf welcher die Kurvenschaa- 
ren gezeichnet sind, sei die feste Grundlage der Vorstellungen, 
und die Werthe der Coordinaten a?, y, z für alle ihre Punkte 
seien auf der Oberfläche vertheilte Dichtigkeiten ähnlicher Art, 
wie man die elektrischen Dichtigkeiten definirt. Wir werden 
nun die Differentiale dieser Dichtigkeiten nach ihrer Richtung 
bezeichnen , mid ganz naturgemäss den Index, der die Ricb*- 
tung unterscheidet, dem d und nicht der Substanz geben. 
Demnach werden Differentiale längs der einen Kurvenschaar 
mit d, längs der anderen mit d^, längs der Diagonalkurven mit 
d^ zu bezeichnen sein, und man wird haben : 

dx'¥' d^x = d^Xy 

dy -f- djj = d^y, 

dz -*- d|js a= djjs, 

dq + d^q « d^p, 

wo Q die Dichtigkeit irgend einer anderen auf der Oberfläche 

noch etwa vertheilten Substanz vorstellt. Die vorstehenden 

Gleichungen sollen Differentialgleichungen der Diagonalkurven 

heissen, und durch das Symbol d + d^«du bezeichnet werden. 

Anwendungen. Zwei Kurvenschaaren auf einer Ober- 
fläche sind durch ihre Differentialgleichungen : 



118 rv. Abschnitt: Gonstr. d. Integraloberfl. aus Flttchenelem. g. 60. 

dx^atudz d^xaau^d^z, 

dy SS vd% d^y a v^d^z 
gegeben. Die Gleichung der Oberfläche soll gefunden tverden : 
Eliminirt man aus den vorliegenden Gleichungen und den fol- 
genden 

dz9sz pdX'^ qdy 

d^z sspd^x -*- qd^y 
die Differentiale, nachdem man dz s d^z gesetzt hat, so erhält 
man die Werthe von p und q in x, y, z, vorausgesetzt, dass 
Uj V, t«|, t;^ nur von x^ y, z, p, q abhängen. Dann findet man 
aber die Gleichung der Oberfläche vermöge der Auflösung 
einer gewöhnlicjien Differentialgleichung. Man kann direkt zu 
dieser Gleichung gelangen, wenn man aus den vorstehenden 
6 Gleichungen und den Gleichungen der Diagonalkurven p und q 
und alle Differentiale mit Ausnahme von d^x^ d^, d^z elimi- 
nirt. Eine Projection einer Diagonalkurve kann man willkür- 
lich annehmen, und wählt man sie so, dass die Diagonalkurve, 
wenn man einen Parameter der willkürlich angenommenen 
Projection variirt, stets durch denselben Punkt geht, so hat 
man ebenfalls nur eine gewöhnliche Differentialgleichung zu 
integriren, und die Elimination jenes Parameters aus der Glei- 
chung der willkürlichen Projection und dem Integral der Diffe- 
rentialgleichung liefert die gesuchte Gleichung der Oberfläche. 
Dies Verfahren kommt im Wesentlichen auf die Methode des 
§. 1 hinaus. 

Die Differentialgleichungen der Kurvenschaaren mögen 
4!weitens in folgender Form gegeben sein : 

dx^ss udz d^xss. vd^Zy 

dy = u^dz d^y ä v^d^z, 

dQ = u^dz djf SS v^d^Zy 

wo Q irgend eine Dichtigkeit auf der zu bestimmenden Ober- 
fläche bedeutet, und die u^ u^, u^ ; v^v^^ v^ nur von co, y, Zj q ab- 
hängen. Eliminirt mau aus vorstehenden Gleichungen und den 
Gleichungen der Diagonalkurven d+d^sssdlg die Differentiale 
mit den Zeichen d und d^, so erhält man zwei Gleichungen : 

djÄ a= z^d^ -♦- z^d^, 

d^Q x= Q^dfiC + Q^d^, 
wo 

* ** {UV,) ' ^«"- (ttv.) ' ^< ^ {UV,) ' *«*■ (UV,) 
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ist. Wir erkennen zunächst, welches das Griterium dafür sei, 
dass die beiden obigen Systeme von Diffisrentialgleichungen 
eine gemeinschaftliche Lösung der in Rede stehenden Art ha- 
ben: es müssen wegen der Willkürlichkeit der Richtung der 
Diagonalkurven, mithin eines der Differentiale mit dem Zeichen 
d^j identisch erfüllt werden die Gleichungen : 

bzi bz% bg^ bgx 

ISiT da? ' by bx 
Dies giebt die zwei Bedingungen : 

bz^ bzi bz^ bzn bzx bz^ 

ST "^ ST''«'*" 57^2- 55" ^W^^^W^'' 
denen die u und v genügen müssen. Ausserdem sehen wir, 
dass die Aufiindung des gemeinschaftlichen Integrals von der 
Auflösung zweier Differentialgleichungen abhängt. Denn wir 
können über eine Projection der Diagonalkurven verfügen. Da- 
her ist hier die Methode des §. 1 in vollem Umfang anwendbar. 

Hätt^ die Differentialgleichungen die Form : 

pdx-^qdyss dz pd^x-^qdjf^s^ d^z, 
dy SS udz d^y s=s vd^z^ 

wo man sich q und auch u, u^ ; v, v^ in x, y, z, p gegeben den- 
ken mag, so würden die Gleichungen mit dem Zeichen dj : 

d^zsspd^x^qd^, 
(w— v) djjp Ä (mv,) \pd^x -4- qd^\-h (Wi— vj d^y. 

Daraus geht hervor, dass. bei der Integration der Gleichung 
i^jss die Ordnung der aufzulösenden Differentialgleichungen 
um eine Einheit würde erniedrigt werden, wenn, natürlich nur 
für gewisse Klassen von Integraloberflächen , ausser den Glei- 
chungen der Charakteristiken noch diejenigen irgend eines an- 
deren auf der Integraloberfläche befindlichen Kurvensystems 
bekannt wären. 

Es bietet so wenig Schwierigkeiten, die in diesem §. ge- 
machten Bemerkungen auf eine grössere Anzahl von Yariabelen 
«uszudelmen, dass ich mich nicht dabei aufhalten werde. Ich 
gehe vielmehr dazu über, ein neues, bei der Gonstructiou der 
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Integraloberflachen der Gleiehung F a anfluweudende^ Kur- 
vensystem zu bcsehreiben. 

§.61. 
JJfiB Fao^tteUulen. 

Bei der Construction von Kurven aus ihren Differential 
gleichungen beginnt man mit der Construction eines Linien- 
elements, an welches sich in stetiger Folge andere anreihen, 
die dann eine polygonale Kurve bilden , welche beim Ueber- 
gang zur Grenze in eine continuirliche Kurve übergeht. Ein 
analoges Verfahren bei der Construction von Oberflächen zu 
ermöglichen, ist die Aufgabe, die ich mir nun stelle. Es 
kommt offenbar alles darauf an, die Oberfläche zunächst in 
geeigneter Weise aus ebenen sehr kleinen Facetten zusam- 
menzusetzen, m. a. W. eine » polyedrische « Oberfläche au 
bilden. Die Wahl dreieckiger Facetten ist deshalb nicht rath^ 
sam, weil man drei Kurvensysteme auf der Oberfläche braucht, 
um sie in Dreiecke zu zerlegen. Wir werden daher, was im- 
mer möglich ist, die Oberfläche aus viereckigen Facetten zu- 
sammensetzen. 

Man denke sich irgend eine Kurvenschaar auf der Ober- 
fläche gezeichnet. Es soll durch diese Schaar eine Transver- 
salschaar gelegt werden von der Beschaffenheit, dass die vier 
Eckpunkte jedes von zwei Paaren von Individuen beider 
Schaaren gebildeten Vierecks in einer Ebene liegen, voraus- 
gesetzt, dass die Individuen, aus welchen ein solches Paar be- 
steht, einander äusserst nahe verlaufen. Da zwischen den ge- 
genüberliegenden Seiten jenes Vierecks ein Parallelismus er- 
ster Ordnung herrschen muss, und die Schnittlinie der durch 
die vier Ecken gelegten Ebene mit der Oberfläche die indöta- 
torische Linie Düpin's ist , mithin eine Kurve zweiten Grades, 
so ist das Viereck das eingeschriebene Parallelogramm eines 
Kegelschnitts und die Richtungen der Seiten sind die von con- 
jugirten Halbmessern. Man braucht also nur zu jedem Kurven- 
element der einen Schaar die Richtung des conjugirten Durch- 
messers des Dupiif'schen Schnitts aufzusuchen, um die zweite 
Schaar zu erhalten. Ich werde jetzt die Gleichung, welche 
beide Schaaren verbindet, jedoch auf eine andere Weise wie 
eben angedeutet, herleiten. 
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Sollen vier Ftnakte a?, y, js; a?„ y^, jb, ; a^.p^.st^; a^, y„ *, 
in einer Ebene liegen, so müssen sie die Gleichnngien : 

ax '^by, +CJ5 »d^ 

erfüllen. Setzt man : 

und eliminirt aus jenen Gleichungen die Coefficienten a, 6, c, d, 
so folgt : 

s= di (d^xdj^) — djjs (döcdjj) -h d^js (dosdi^) 
als Bedingung dafür, dass die vier Punkte in einer Ebene lie- 
gen. Wir wollen annehmen^ der Punkt o?,, y,, z^ liege dem 
Punkt (T, y, z gegenüber. Die Gleichung der Oberfläche 

dz =pda? '^qdy +i|rda5* -f.SUdi»dy -i-^dy* j = d'a-#-d"j5, 
d^zsspd^x + gd^y + |^|rd,a?^ + Ä-ÄijOrdjy + td^y^l ^^^z^h d"z, 
d^zsspd^-k-qd^ 4- i\rd^ 'h2sd^d^'htd^^l = (^z -l- dg^js, 

wo die römischen Ziffern die Glieder erster und zweiter Ord- 
nung unterscheiden. Führt man diese Werthe von dz^ d^z^ d^z 
in die obige Bedingung ein, so verschivinden die in d'zy d[zy d^z 
multiplicirlen Terme identisch. 

Zwischen den gegenüberliegenden Seiten des Kurven^ 
Vierecks soll ein Pftrallelismus erster Ordnung herrschen. Däc- 
her ist bis auf Grdtssen zweiter Ordnung genau : 

dx^d^xnzd^j 

dg-^d^yt^ djj 
und daraus folgt : . 

(dxd^y) » (dard|y) ^ — {d^xd^^yi} . 

Mithin heben sich aus der Bedingung die ih d^'x^ df^z^ d'i% 
nmltiplieirten Determinanten weg, und sie wird: 

d Ä + d^jssstdgj». 
Diese Gleichung ist bis auf Grössen dritter Ordnung genau^ 
während die Gleichung : 

az + djj5 == (^^ 

bis auf Grössen zweiter OrdiMW^ stimmt. Fiübct man in die 
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Iransfonnirte Bedmguiig die explieiien Werttie der Terme 

d''j5, d"g, df^z ein, so ergiebt sich : 

rdxd^x + s\dxdjn ^- d^oidy] -l- tdyd^y == 0, 

welches die Diflferentiälgleichung der beiden Kurvensysteme 

ist. Bezeichnet man die Veränderungen von p und q in der 

Richtung der einen und der anderen Schaar mit dp^ dq und 

diP, d^q; so kann die Differentialgleichung auch geschrieben 

werden : 

dxd^p-^dyd^qsaO, 
oder : 



und setzt man 



d^xdp -4- d^ydq » 



i^ — V -^«»/ ^—'w' ^=xt/' 

so ergeben sich wegen 

px'^qy' =1, 



die Gleichungen : 



und 



pd^x'^^qd^y'ssO, 
pdx^ -¥• qdy^ « 



(djflc'dy/) =0. 
Da nun irgend zwei durch jene Differentialgleichung verbun- 
dene Kurvenschaaren die Oberfläche, auf welcher sie gezeich- 
net sind , in ebene Kurvenvierecke zerlegen , so kann man sie 
Facettelinien nennen, und da eine von den beiden Trans- 
versalschaaren willkürlich angenommen werden kann, so mag 
die eine die Faoettelinienschaar der anderen heissen. 

Monge bedient sich in seiner Abhandlung : De V Integration 
des Equations aiix differences partielles etc. *) eines Systems von 
Kurven, die er Traj e c t orien nennt, und folgendermassen ent- 
stehen lässt. Ist irgend eine Kurvenschaar auf einer Oberfläche 
gegeben, imd man legt an zwei unendlich nahe Individuen der 
Schaar eine sie beide berührende Tangentialebene, so ist die 
Verbindungslinie der Berührungspunkte ein Element eines In- 
dividuums des Trajectoweiisystems. Diese individuelle Kurve 
wird dann fortgesetzt, indem man die Berührungsebene so 
lange um die zweite Kurve dreht, bis sie die dritte berührt. 



*) ÄpplicaHon de f Analyse ä to G^om^rie. 
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Die Yerbindunfgslinie der Bertthrongspunkte auf der zweiten 
und dritten Kurve ist das zweite Element der Trajectorie, 
u. s. f. Ich werde nun zeigen, dass diese von Monge unter 
dem Namen Trajectorien beschriebenen Kurven identisch sind 
mit den Facettelinien. 

Die Neigungstangenten eines Elements einer Kurve des 
gegebenen Systems seien a und b und für eine der ersten be- 
nachbarte Kurve seien sie a^, b^ ; diejenigen der Normale an 
die Berührungsebene beider Kurven seien n^y n,, und die Pro- 
jectionen der Verbindungslinie : d^Xj dj/, d^j^. Dann hat man : 

n^a -4- n^b -4- 1 ä 0, 
n^a^ -I- n^tj -*- 4 =» 0, s 

njdjOJ -*-njd,y -4- d^z =s 0. 
Durch Elimination von n^ und tij aus diesen Gleichungen folgt : 

d^(cd^b'-'d^yd^a^d^z (ad,6 — 6d,a) as d^fr), 

wo a^ — a =a d^a^ b^^bss d^b gesetzt ist. 

Ausserdem ist : 

pa -4- 56 == 1 , 

Pf «1 + iA = ^ 7 
wop, q sich auf den Berührungspunkt in der ersten, p^, q^ auf 

den in der zweiten Kurve beziehen. Setzen wir noch : 

so folgt aus diesen beiden Gleichungen : 

ad^p -4- bd^q '^^pd^a -4- qd^b « 0. 
Soll die Verbindungslinie das Element einer Facetteliuie sein, 
so muss : 

pd^a + qd^b 
verschwinden. In diesen Ausdruck den aus der Gleichung d^b) 
gezogenen Werth : 

substituirt, wird er : 

nnd da die Klammer offenbar zweiter Ordnung ist, nähert 
sich der Term pd^a + gdifr schneller der Null als der Term 
adip+&di9, so dass der letztere für sich verschwindet. Mithin 
ist der angekündigte Beweis geführt. 

Schliesslich noch folgende Bemerkung über die »Facetti- 
rung« der Oberflächen. Nimmt man die Abstände der Kurven 
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jfiT, Kij iS^, .... der einen Schaar seitat klein aber encUieh an, 
und legt durdii diese Schaar eine Facettelinie, welche die Kur-^ 
ven K, £^, Ki^y .... in den Punkten % %, ^g, .... schneide» 
mag; legt dann eine Ebene durch die Punkte % $i, welche 
die Kurven K, K^ in einer endlichen aber kleinen Entfernung 
von den Punkten % $i in den Punkten ^\ ^^' schneidet; 
femer eine Ebene durch die Punkte %, $«> $i\ wetehe die 
Kurven Kfy K^ in den Punkten %', ^' sebneidet; femer eine 
Ebene durch ^t? ^s? $«'; u. s. f., so entsteht eine neue poly- 
gonale Facettelinie: $\ ^'i, ^\, die mit einer wirklichen 

Facettelinie der Schaar iT, K^ ... verschmilzt, wenn man alle 
endlich gedachten Abstände verschwinden lässt. Man kann 
nun fortfahren, neue polygonale Facettelinien ^", %", ... etc. 
zu construiren, die immer mehr von den durch die Differen- 
tialgleichung bestimmten abweichen werden. Die stetige 
Oberfläche wird so angesehen werden ktonen, als dio Grenze 
einer polyedrischen aus endlichen ebenen Vierecken zu- 
sammengesetzten Oberfläche. 

Man kann aber auch a«f andere Weise die Oberfläche aus 
endlichen Facetten zusammensetzen. Denkt man sich nS^lich 
auf der Oberfföche beide Kurvenschaaren, die gegebene und 
ihre Facetteschaar, in endlichen aber kleinen Abständen ge- 
zeichnet, und legt durch drei Eckpunkte eines von ihnen gebil- 
deten Vierecks eine Ebene, so wird diese nicht durch den vierten 
Eckpunkt gehen. Legt man nun noch eine Ebene durch den vier- 
ten Eckpunkt, welche die erstere in der diesem Punkt gegenüber- 
liegenden Diagonale schneidet, so bilden beide Ebenen, denkt 
man sie sieh durch (Me Diagonale begrenzt, eine »gebrochene 
Facette«, d. h. das Kurvenviereck zerfällt in zwei ebene Drei-* 
ecke. Jedes von den Facetteschaaren gebildete Viereck kann 
so durch eine gebrochene Facette ersetzt werden, und so ent- 
steht an Stelle der stetigen Oberfläche eine polyedrische aus 
Dreiecken zusammengesetzt, indessen in der Weise, dass die 
Ebenen der zu einer gebrochenen Facette gehörigen Dreiecke 
einen Winkel höherer Ordnung mit einander bilden , als die zu 
zwei benachbarten Facetten gehörigen Dreiecke. 

Bei der ersteren Construction polyedrischer Oberflächen 
waren mithin die Facetten als eben angenommen, dagegen 
summirten sieh die Abweichungen der polygonalsen von den 
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stetigen Facettelinien von Facette zu Facette. Bei der letzte- 
ren Construction findet eine gleichförmige Yertheilung der Ab- 
weichung statt. 

§.62. 
Faoettelinien der IntegralchorakteriatUcen. 

I. Bei den linearen Differentialgleichungen. Die 
Facettelinien der Charakteristiken der letzteren bilden in je- 
dem Punkte des Raums einen Kegel , den man folgendermassen 
construiren kann. Die Charakteristiken bilden in diesem Falle 
eine räumliche Kurvenschaar, die man als Durchschnittslinien 
von zwei Oberflächenschaaren ansehen kann. Legt man nun 
an den Pimkt ^ einer Charakteristik C eine Bertihrungsebene, 
so wird diese irgend eine andere benachbarte Charakteristik C^ 
ebenfalls berühren und zwar im Punkt ^. Die Bertthrungsebene 
drehen wir nun ein wenig um den Punkt ^ und um die Tangente 
an die erste Charakteristik C in diesem Punkt. In ihrer neuen 
Lage wird sie eine dritte Charakteristik C» im Punkt ^t berüh- 
ren. Fährt man nun fort, die Berührungsebene zu drehen, so 
wird sie immer neue Charakteristiken berühren und der Ort 
der Verbindungslinien ^^i, ^g, ^[J^s» etc. wird eine Kegel- 
fläche sein, die ihre Spitze im Punkt ^ hat , und^ welche wir 
den Facettekegel nennen wollen. Ihr Gesetz kann folgender- 
massen gefunden werden. DifFerenziren wir die Gleichung : 

längs einer Facettelinie der Charakteristiken, so folgt : 

pdiA + qdiB + Ad^p -i- Bd^q = 0, 



wo 



Aber wegen 






dipdx + diqdy as 
verschwindet Adip -i- Bd^q, und man hat : 

pdiA'hqdiBi:9 0. 
p und q kann man mit Hülfe der partielleti Diff»reiittalgleichung 
und der Gleichung pdiX + qdiy s= eliminiren und statt der 
Differentiale die Neigungstangenten einführen. Man erhält dann 
endlich als Gleichung des Facettekegels : 
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(bA f , bA f , bA\ fw^ . i\ 
-j^o^i + ^yi +-57J(»-yi) 

Ist daher die Gleichung F ä linear, so wird ihr Normalcnke- 
gel eine Ebene, der Polarkegel ist das Loth an diese Ebene und 
der Facettekegel ist zweiten Grades. 

II. Wenn die Gleichung F=sO nicht line&r ist. 
Jedem Strahl des Polarkegels entspricht hier nur ein Facette- 
linienelement, so dass diese ebenfalls in jedem Punkte einen 
Kegel bilden, wie sich gleich ergeben wird. Differenziren wir 
die Gleichung F mit dem Zeichen cfi, so folgt : 

XdtX Hh Yd^y ^Zd^z^ Pd^p ^Qd^q^ 0, 
wegen d^pdx -i* d^qd^ ^ verschwindet Pdip-hQdiq und man 

hat: 

XdiX -4- Ydiff -+• ZdiZ s= 0. 

Hier wieder die Neigungstangenten statt der Differentiale ein- 
geführt, liefert die Elimination von p und q aus dieser Glei- 
chung und den Gleichungen FssOy px±' -^ qyi sss i die Glei- 
chung : 

W(x,yjZ, a?i', y/)=0 

einer Kegelfläche, in der wir die Kegelfläche des §.43 wieder- 
erkennen werden , und die wir auch dort schon den Facette- 
kegel genannt haben. Der Zusammenhang der Eigenschaften, 
die wir dort und so eben an ihm entdeckten, wird sich bald 
aufklären. 

Bemerkung. Horizontale Charakteristiken und Facette- 
linien. Wird die Funktion F so zusammengesetzt angenommen, 
dass die Grösse Pp-^Qq verschwindet, so folgt aus den Glei- 
chungen der Integralcharakteristiken : 

(Pp-i-Qq) dx^Pdz 
etc., 
dassdsrasO, d. h. die Charakteristik' verläuft horizontal (der 
xy Ebene parallel). Die Differentialgleichung FsO hat dann 
die Form p^ g> {Xj y, z) 9, und die lutegraloberflächen dieser 
Gleichung schneiden sich allerdings horizontal. Aus 
Xd^x •*- Yd^y -h ZdiZ ==* 0, d^z sss pd^x -4- qdiy 

folgt : 

(Xj— Yp) dtX -H [YA-qZ) d^z = 0, 

(Xfl- Yp) d^y - (X^pZ) (tjj = 0, 
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daher werden für Xg — Fp=sO die Faceltelinien tM)riEO&idI. 
Die Form der Gleichung F^s 0, welche dieser Bedingung ent- 
spricht, ist: 

a?P + y? = ?P(Ä,i>, ?), 
eine Differentialgleichung, deren Integration mit Hülfe der Lb- 
GBNBRE'schen Substitution öder auch auf andere Weise sich 
leicht bewerkstelligen lässt. 

III: Facettelinien der Integraloberflächen der 
partiellen Differentialgleichungen zweiter Ord- 
nung. Diese Integraloberflächen haben zwei Schaaren von 
Charakteristiken. Es entsteht die Frage , wann dieselben zu 
einander Facettelinien sind. Eliminirt man aus der Gleichung 
der Facettelinien : 

rdxdiX -4- s [äxd^y -4- d^xdy) -4- tdydiy = 
und den Gleichungen (§. 23] : 

2 My^ (S4. I/^S^HTrT) da?, 

2 M^y = (S - yS^^k^KT) diX, 
die Differentiale, so folgt : 

und das Integral dieser Gleichung, gleich Null gesetzt, ist : 

Es ergiebt sich also, dass die Contactcharakteristi- 
ken der partiellen Differentialgleichungen zwei- 
ter Ordnung dann Facettelinien sind, wenn die 
Differentialgleichung nur die Verhältnisse der Dif- 
ferentialquotienten enthält. 

§. 63. 
Zusammenhang der Charakteristiken und Krümmungslinien. 

Die Facettelinien gehen, wenn man neben ihrer Differen- 
tialgleichung die Bedingung dafür, dass ihre beiden Schaaren 
orthogonal sind : 

dxdiX H- dydiy •*- äzd^st =■ 
aufstellt, in die Krümmungslinien über. 

I. Fragt man daher, wie die Gleichung F (oj, y, js, ;>, g) == 
beschaffen sein muss, jdamit die Facettelinien und die Cha- 
rakteristiken sich rechtwinklig schneiden, so erhält man die 
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Formen <ler Gieichang F»0, fUr wekhe die Gbaraktoristiken 
der Imegraioberfllichen gleichzeitig ihre Krümmungsiimen sind. 
Es müssen erfüllt werden folgende Gleichungen : 

pdäD-4- qdff^dz, 
pd^x + qd^y ■» d^z, 
dxd^x -4- dyd^y H- dzd^z « 0, 
Pdy — (?rfa7=0, 
Xd^x H- Yd^y -4- Zd^z « 0. 
Aus diesen Gleichungen die Differentiale eliminirt, kommt : 

Dieses ist eine partielle Differentialgleichung, der die Gleichung 
F genügen muss, wenn sie die angegebene Eigenschaft ha- 
ben soll. 

Die lineare Form der Gleichung F= genügt ihr zunächst 
nicht. Betrachten wir einige nicht lineare Formen. Gehen a?, y, z 
in F nicht ein, so erfüllt es offenbar jene Gleichung. Dann 
ist die Gleichung P {p, q)^0 auch diejenige der abwickelba- 
ren Oberflächen, deren gerade Erzeugungslinien ihre Krüm- 
mungslinien und, wie wir wiesen , gleichzeitig ihre Charakte- 
ristiken sind. In der allgemeineren Form : 

g> (p, g, z^xp'-^yp) = 0, 
genügt ihr die Gleichung der Abwickelbaren ebenfalls. Enthält 
ferner F nur eine von den Variabein a?, y, z so sind zwei Fälle 
zu unterscheiden , nämlich , wenn F ä, oder wenn es x oder y 
enthält. 

Erstens, wenn jPa;undy nicht eüthält, so muss es der 

Gleichung : 

pQ — gP=0 

genügen, d. h. es muss sein : 

jF=p* -4- 5* — y (js) =0. 
Ein Integral mit zwei Constanten dieser Gleichung ist : 

dem man bei der Willkürlichkeit der Funktion ^ die Form : 

»^x[(aj-«)*+(y-Ä'] 

geben kann. 

Im zweiten Falle muss F z. B. der Gleichung: 

genügen oder es muss sein : 
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Die letztere Gleichung giebt integnrt : 

wo a und ß Integrationsconstanten bedeuten. Setzen wir der 
Kürze halber : 



so muss demnach die Gleichung : 



fVq>{oo) 



V y 



diejenige der Protection der Krümmungslinien der Oberfläche : 

$ein. Aus dieser Gleichung findet man : 

p=,yäU\ q^yii^, r=zYaü'\ s=0, ^ = 
und die Gleichung der Projection der Krümmungslinien liefert : 

Diese Werthe von p, g, r, ä, i, y' in die allgemeine Gleichung 

der Krümmungslinien : 

r{p^+y' [\ +g2) \^s\\ ^p^-y^ (1 +?*] } -^{y *P?+y' (1 +p«) } «0 

eingesetzt, wird sie identisch erfüllt. 

Dieselbe Operation kann man mit jedem anderen Integral 
mit zwei Constanten der vorstehenden Differentialgleichungen 
vornehmen, und ihr Sinn ist eben der, dass jede durch die In- 
tegralcharakteristiken gelegte Oberfläche , wenn sie eine Inte- 
graloberfläche der betreffenden Differentialgleichungen ist, die 
Integralcharakteristiken gleichzeitig zu Krümmungslinien hat. 
Ich werde es, als dem Gegenstande dieser Untersuchung zu 
fem liegend, unterlassen, den allgemeineren Fall zu betrachten, 
wo F vier oder alle fünf Variabein enthält , ohne indessen zu 
glauben, dass er erhebliche Schwierigkeiten darbietet. 

IL Partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 

Sollen zwei Kurvenschaareü, deren Differentiale mit d und 
dj bezeichnet werden, Facettelinien sein, so wissen wir, dass 
diese Differentiale die Gleichung : 

rdxd^x + s [dxd^y + d^xdy) -4- tdyd^y = 
erfüllen müssen. Sollen die beiden Schaaren orthogonal sein, 
so muss noch die Gleichung : 

P. DD Bois-BiTUOMD, Beiträge. 9 
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(1 -Kp*) dxd^X'hpq [dxd^y -^d^xdy) -4- [\ H-g*) ctydjy « 
stattfinden. Dies Beides sind demnach die Gleichungen der 
Krümmungslinien. Sollen die Charakteristiken der Gleichung 
F (a:, y, js, jt), g, r, 5, ^) =» Facettelinien sein, so muss F der 
Gleichung : 

sollen sie orthogonal sein, muss F der Gleichung : 

genügen. Das Integral der letzteren Gleichung ist: 

F [x, y, z, p, q, r— As, t^-l^s) = 0, 

wo l s= -^^, A. = -i^. Es muss also die Gleichung F = 
pq ^ ^ pq ^ 

gleichzeitig auf die vorstehende Form und auf die Form 

gebracht werden können : eine Anforderung, der auf die all- 
gemeinste Weise Genüge geschieht durch die Annahme, dass 

F eine willkürliche Funktion von : — ;— ist. Daher 

r^ls-htff {x, y, z, p, q) {V— ^} =^ 
die einzige Form von F=0 ist, welche beiden Bedingungen dafür,, 
dass die Charakteristiken Krümmungslinien seien, gleichzeitig 
genügt*). 



*) Wenn man aus den beiden Gleichungen der Krümmungslinien z. B. 

die Differentiale d^x, dy eliminirt, und« r- = a, s — r- = J setzt, so folgt 

die Differentialgleichung der Krümmungslinien in folgender Form : 

adx^ + dxdy (6— a) + bdy* = 0. 
Aus dieser Gleichung und der Gleichung My^ — Sdxdy + Tdx^ = die Dif- 
ferentiale eliminirt, erhält man eine allgemeinere Bedingung dafür, dass. 
die Charakteristiken Krümmungslinien sein, nämlich diese : 

fiV + S'ab + r»6« + RSa{b^a) + STb(b-a) + Är[(6-a)*-2a&] =0. 
Allgemeiner ist diese Bedingung deshalb, weil, damit sie erfüllt werde, nur 
die eine Schaar der Contactcharakteristiken Krümmungslinienschaar za 
sein braucht, während beide Schaaren Contactcharakteristiken der im 
Texte entwickelten Form von Fs o 

r^lS'htp{x,y, z,p, ö)|{^5-t}=0 
Krümmungslinien sind. 
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XIII* Construction der Integraloberflftehen aus 

Facetten. 

§. 64. 

Flau einer übersichtlichen Bezeichnungaweise der Ecken und 
Kanten einer polyedrischen Oberfläche und darauf 

bezügliche Formeln. 

Die beiden Systeme polygonaler Facettelinien bilden auf 
der Oberfläche die Ecken und Kanten der Facetten. Die Art, 
wie wir die Ecken und Facetten bezeichnen wollen, veran-« 
schaulicht folgendes Tableau : « 

(«, y, «) («; y\ a') («% y'\ z") — r (*% y'\ »"') 

E I E' I E" I 

I E. I E,' I E/' I 

?. *.' ¥«" "^r 

' I E, I E,' I E," I 
(«.,y.,»a) (y,ya',«iO (^.",y.",«.'0 (V'^y»";*^'") 

In diesem Tableau bezeichnen die Grössen E die Facetten, 
gleichviel ob eben oder gebrochen (§. 61). Die ^ bezeich- 
nen die Ecken der polyedrischen Oberfläche und die darunter- 
stehenden (o? ** , y , Ä ) deren Coordinaten. 

^ m m m 

Um sofort auf diö" spätere Anwendung dieses Algorithmus 
Bezug zu nehmen, werde ich festsetzen, dass die Reihenfolge : 

^ ,? ^,^ ^., etc. 

einer Integralcharakteristik und^ die Reihenfolge : 

$ ,$ ,^ , etc., 

mm m 

deren Facettelinie angehören solle, und die letzteren Kurven 
wollen wir dann schlechtweg Facettelinien nennen. 

Alle auf den Punkt $ bezüglichen Grössen sollen die 

m 

9* 
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nämlichen Indices erhalten wie er selbst und zwar auf .fol« 
gende Weise. 

Zunächst seien — p > — 9 die Neigungstangenten der 

tn tn 

Normale an die Facette E . 

m 

Femer: vom Punkt ^ gelangt man zum Puokt $ 
auf dem Element d$ einer Charakteristik; die Projectionen 

m 

\on ds seien: dx j dy , dz , und die Neigungstangenten 

tu flu tn M 

\onds werden mit a und 6 Bezeichnet. 

m mm 

Vom Punkt ^ gelangt man zum Punkt $ * auf dem 

m M 

' Element d^s einer Facettelinie, dessen Projectionen mit d^cc , 

m tn . 

d^y j d^z und dessen Neigungstangenten mit u y v zu 

tft tn mm 

bezeichnen sind. 

Endlich sei d^s mit den Projectionen djO? , d^y , ^d^js 

m m m m 

die Diagonale, welche die Punkte ^ und $ * verbindet. 

m m + 1 

Analog soll : 

m + itn mm m mtw + t m m 

gesetzt werden. FtU* q gilt dieselbe Bezeichnungs weise, u. s. f. 
Die Projectionen der Strahlen ds , d^s , d,5 und über- 

m m m 

haupt alle Differenzen genügen Gleichungen von der Form : 

dx -^d.x =:doX 

m m m 

etc., 

m m m 

etc., 
die wir unter dem Symbol : 

zusammengefasst haben (§. 60). 

Unter der Annahme, die Facetten E seien Ebenen, oder 

m 

der Winkel, welchen ihre Bruchflächen bilden, sei verschwin- 
dend gegen den Winkel zweier Facetten gegen einander, findet* 

man für drei aneinanderstossende Facetten E*^ , E j E 
folgende Gleichungen: 
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m 



p ä.x 'k-q a.y = dz 

m iii + i m m-M in + t 

mm mm m 

(n) (n) (n) («) («) (n) 

p da; 4-g d,v =d-z ... J5 , 

m + i m + i m-M m<^i « + i m + i 

p ax -^q dy ^ dz ... Em . 

m Hl m in m 

Aus der ersten Gleichung E ) und E ) folgt : 

m / m-ft>«/ 

dp a.aj 4-ao d.y = 0. 

m m + i m m + i 

Aus der zweiten Gifeichung E \ und ^ " ) ergiebt sich : 

m / m / 

a-p cur -^d.q dy =0 

m m m m 

und diese Relationen-Iiefeni schliesslich die folgenden : 



m ^^ m 

« dz 



a = — (n+lj = 



m 






dy — djp 

m 



.<^-*-0_ -m _ 



(«+i) / (n) («)\7 
^\ (Pm ^^*m ; 



(«) ^1^«^. ^9 



m + 1 • \ m m / 

-,^ ' — m-^»* ^^ m 



m^^A 



. (») / (») . (»)\ 

m-t-i \ m m / 



Endlich wollen wir mit t^ den Winkel der Facetten 

(n) (n + i *" 

E ,E gegen einander bezeichnen, sowie den der Facel^ 

m m 

ten E und jF mit Tf , und wollen diese Winkel Contin- 

m m4-« 'm 

genzwinkel nennen. 

Es wird von Nutzen sein, diese Winkel % durch die Grös- 
sen dp, dq ausdrücken zu können. Die negativen Neigungstan- 
* genten der Normalen zweier Ebenen , die den Winkel t ein- 
sehüessen, seien: 

Pt ? und p,-p-4. dp, q^^q^dq 



1 
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und es seien : 

— ^^ ^_ ^P 

die Neigungstangenten der Schnittlinien der beiden Ebenen. 

Dann findet man : 

iV sin Tsss [pdq) r), 

wo 

Von der WurzelgPösse N können wir aussagen, dass sie 
endlich bleibt, wenn dp undd^ verschwinden, somit leuchtet 
ein, dass t von der Ordnung dp, dq ist, eine Bemerkung, von 
der wir später Gebrauch machen werden.' 

§.65. 

QeometriBche Herleitung der Differentialgleiehungen der 

Integralcharakteristlken. 

Wir werden annehmen, dass die Punkte ^, ^j, ^2 ••• ^^® 
Eckpunkte einer polygonalen Charakteristik sind, unter Cha- 
rakteristik hier jede Kurve verstanden, deren Gleichungen die 
Gleichung <D = erfüllen. Die Facette i? ist dann zunStchst 
eine Tangentialebene an den fUr den Punkt $ als Spitze con- 
struirten Kegel 0=0 im Strahl ds. Die Facette E^ ist die Tan- 
gentialebene an den Kegel 0^ == mit der Spitze $|, und der 
Strahl d^s^ ist die Schnittlinie der Tangentialebenen E und E^. 
Ftir irgend einen Punkt ^/ des Strahls d^s^ als Spitze con- 
struiren wir den Polarkegel <Z)/ = 0. Wir werden wieder aus 
Gründen, die sich bald ergeben werden, annehmen, er werde 
von der Facette E^ geschnitten. Dann legen wir eine Tangen- 
tialebene an den Kegel (Z>/s=0 in einem der geschnittenen 
Strahlen. Diese Tangentialebene liefert die Facette jE"/. Dies 
vorausgeschickt , wollen wir. die Lage der Facetten analytisch 
bestimmen. Zunächst giebt F,s=:0 entwickelt: 

O^Pdp-^Qdq-hXdx-^Ydy-hZdz'hS^F^j 
wenn man mit 2^ die Summe der Glieder der Entwickelung 
von der nten Ordnung aufwärts bezeichnet. F/sasO giebt ent- 
wickelt : 

O^Pd^p-hOd^q-hXd^x^Yd^^Zd^z^S^F^ 

und, die erste Entwickelung von der zweiten abgezogen, folgt: 

= Pd^p^ -4- Qd^q^ -^Xd^x^ H- Yd^y^ + Zd^z^ -4- S^F^' -^S^F^. 
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Von dem Theil PdiP^-hO^i^t ^^^^ gezeigt werden , dass er 
zweiter Ordnung ist. Weil nämlich der Strahl cte/ mit den 
Neigungstangenten a/, 6/ zum Kegel <D/äO gehört, so gilt 
für ihn die Gleichung : 

PiW-QiW^O. 
Andererseits ist aber (§. 64) 

woraus folgt : 

Pidj>, + Q,'d,q, = 
und dies giebt entwickelt : 

= Pd,p, + Qd,q, + d,p, S,P,' - d,q, 2,Q^ . 
Somit wird die obige Differenz der Entwickelungen : 

wo 

M=Xd^x^ + Yd^y^ -^Zd^z^ 
und 

R=2^F^ ^2^F,^d,f,2,P; ^d,q,2,Q,' 

ist. Das Aggregat if können wir umformen, indem wir die 
Formeln für u^ =. 3^, Vi = 3^^ benutzen. Man erhält : 

In der Gleichung ilf-*-Ä = kommen nun ausser 3f, das 
erster Ordnung ist, nur noch Terme von der zweiten Ord- 
nung aufwärts vor. Sehen wir ab von den Termen dritter und 
höherer Ordnung, so ist der Terra zweiter Ordnung aus den 
zweiten Dimensionen der Grössen : 

cte, dy, djs, dp, dq; d^Xi, d^y^^ dtZi, d^p^, d^q^ 
zusammengesetzt. Geht man zur Grenze über, unter der Vor- 
aussetzung, dass alle diese Differenzen gleicher Ordnung sind, 

so folgt : 

3f=0 
oder 

(X^pZ) dq — (Fh- qZ) dp = 

und dies ist genau die Gleichung Ci des §. 30, welche die Rolle 

der Bedingungsgleichung der Integralcharakteristiken spielt, 

da man ausser ihr nur noch die allgemeinen Gleichungen der 

Charakteristiken: 

F«0, 

PdSy — Qdöc sa 0, 

pdX'^ qdy^ssdz 
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hat. Dann ist aber die Richtung des Strahls ds^ nicht willkttr* 
lieh , sondern sie ist, wie diejenige aller übrigen Strahlen £te|| 
eine vollkommen bestimmte. 

Umgekehrt, soll die Charakteristik keine Integralcharakte* 
ristik sein, soll vielmehr die Richtung des Strahls dsi eine be- 
liebige und daher Jlf nicht gleich Null sein, so können jene Dif- 
ferenzen nicht zur selben Ordnung gehören , nicht gleichzeitig 
verschwinden. Die Ordnung der Differenzen 

dx, dyj dz, dp, dq; d^x^, d^y^, d^Zi 
haben wir vollkommen in unserer Gewalt, und wenn sie an- 
ders zur Construction einer Oberfläche aus Parallelogrammen 
mit Seiten gleicher Ordnung dienen sollen, so müssen sie von 
derselben Ordnung sein. Es können also nur dJ>^ und diqi von 
anderer Ordnung sein, und zwar müssen sie die Quadrat- 
wurzel aus den Grössen dz und diZi enthalten, wenn wir z als 
Argument ansehen. Da nun der Contingenzwinkel r^ von der 
Ordnung dipi, d^q^ ist, so erhellt, dass er nicht von der Ord- 
nung der Grösse diZi, die von der Ordnung seines Rogens ist, 
sein kann. Reim Uebergang zur Grenze wird man daher keine 
endlich gekrümmte Fläche erhalten, da der Contingenzwinkel 
langsamer abnimmt als diJSi, und zwar im Verhältniss von 
y d^Zx zu rfij^i oder von \ zu^di^i, mithin unendlich viel lang- 
samer. Die Krümmung wird daher unendlich gross sein, es 
wird eine Rückkehrkante entstehen. Es bleibt nun 
noch übrig, die geometrischen Gründe dieses Verhaltens aufzu- 
suchen, wozu die Kegeltheorie die Mittel bietet. 

§. 66. 
Ueber Streifschnitte aa Kegebi« 

Wir denken uns um die Spitze ^ [x, y, z) des Polarke- 
gels <D SS eine Kugel von sehr kleinem Halbmesser q con- 
struirt, und für irgend einen Punkt ^^ der Kugeloberfläche als 
Spit ze sei ebenfalls der Polarkegel construirt. Der Radius 
$$i»9, der die Spitzen beider Kegel, des »Centralkegels« $ 
und des »Oberflächenkegelsa ^^, verbindet, mag die Neigungs- 
tangenten u und V haben. Nun legen wir durch die Linie $$i 
Rerührungsebenen an die Kegel $ und $i. Diese werden 
einen kleinen Winkel % einschliessen. Ich werde zunächst den 
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Winkel % analytisch ausdrücken. Es seien j9, q, p+dp^ q-^dq 
die negativen Neigungstangenten der Normalen an die beiden 
BerUfarungsebenen, so ist : 

itdp -4- vdq sss 0, 
und die Entwickelung von Fi = giebt : 

= Jf 4- Pdp + Odgf -4- -Sjj Fi , 
wo wir dem früheren analog : 

gesetzt haben. Aus diesen Gleichungen dp, dq bestimmt und 
in die Gleichung r) (§.64) eingesetzt, folgt: 

iV sin T = ^^t^. 

Wir wollen nun dies Ergebniss discutiren. Voran muss 
geschickt werden, dass der Winkel r für gewisse Gegenden 
der Kugeloberfläche keinen Sinn hat. Unter der Annahme, der 
Kegel <1> = sei geschlossen und habe die im §. 6 vorausge- 
setzte Gestalt, darf man offenbar den Punkt % nicht in die 
Directrix des Kegels fl) = treten lassen , denn hier wird 
Pv^QuscO^ da dann die Linie ^^4 ein Polarkegelstrahl ist. 
Innerhalb der Directrix hat der Winkel t vollends keinen Sinn 
mehr. Der Strahl ^% muss also zum Strahlenbüschel 
der Integralkurven (§. 7) gehören, soll der Winkel t 
einen Sinn haben. Der Winkel t ist nun für alle Punkte 
$1 der Kugel erster Ordnung mit Ausnahme derjenigen, für 

welche 

JI/=0 

ist. Hier wird er zweiter Ordnung. Für diese Punkte hat man 
demnach die Gleichungen : 

Jw-4-Fv+ Z = 0, 
pu-hqv^ 1, 
F=0, 
aus denen durch Elimination von p und q die Gleichung : 

W [Xy y, z, u, v]^0 
des Facettekegels folgt, die wir schon aujs §. 62 kennen. 

Die Directrix dieses Kegels auf der Kugeloberfläche trennt 
mithin, allgemein zu reden, die Kugeloberfläche in Gebiete, für 
die t positiv und solche, für die t negativ ist, wenn man posi- 
tiv z. B. den Winkel t nennt, sobald die Berührungsebene an 
den Kegel $ den Kegel $t schneidet^ negativ, sobald sie daran 
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vorbeigeht. Diese Betrachtung ergiebt also Folgendes. Legen 
i?vir durch die Spitze ^ eines Polarkegels einen Facettestrahl, 
und construiren für alle Punkte dieses Strahls als Spitzen die 
Polarkegel, so können wir durch den Facettekegelstrahl eine 
Ebene legen, welche diese Polarkegel sämmtlich berührt, oder 
mit deren Berührungsebenen einen Winkel einschliesst, der 
höherer Ordnung ist, als die Entfernung ihrer Spitzen vom 
Punkte % . 

Vergegenwärtigen wir uns noch einmal den Centralkegel 
und den Kegel $i auf der Rugeloberfläche , und nehmen wir 
an, ^^i sei kein Strahl des Facettekegels und ausserdem 
schneide die durch ^"^^ an den Kegel $ im Strahl ab gelegte 
Tangentialebene den Kegel ^^ . Wird der Kegel ^^ ohne Dre- 
hung so verschoben, dass seine Spitze in den Punkt ^ fällt, so 
sieht man, dass der, die Directrix des Kegels ^ im Punkt a, b 
der Kugeloberfläche berührende grösste Kreis die Directrix 
des Kegels ^4 in zwei Punkten Oi, 61 und a«, 6» schneidet, 
welche vom Punkt ab um einen Winkel abstehen, der niederer 
Ordnung ist als die Linie ^"p^, weil die geringste Entfernung 
der Directrix ^1 vom Punkt ab von der Ordnung ^^1 ist. Es 
wird daher auch der Winkel, welchen eine Tangentialebene an 
einen der Strahlen iZi, b^; a^j 6» oder an einen diesen benach- 
barten Strahl des Kegels ^4 mit der Tangentialebene an den Kegel 
^ im Strahl ab bildet, niederer Ordnung sein. Wir w^erden also 
zu einer von den Strahlen a, b; ^^t; Oi, 61 oder Oj, 6« oder 
einem den letzteren sehr nahen Strahl begrenzten Facette, keine 
darauf folgende construiren können, die den Kegel ^1 berührt, 
und gleichzeitig mit der ersten Facette einen Winkel von der 
Ordnung ^$4 einschliesst. Nur wenn der Punkt ^^ im Fa- 
cettekegel liegt, wird d er Winkel der Strahlen 0464 und Ogfts 
von der Ordnung $$4 sein, die geringste Winkelentfernung 
der Directrix des Kegels ^4 vom Punkt a, b auf der Kugelober- 
fläche dagegen wird zweiter Ordnung in Bezug auf ^"^4, und 
nun ist die Möglichkeit eröflhet, fortgesetzt Facetten zu construi- 
ren, wie ich dies in der Folge zeigen werde. 

Zunächst aber will ich, von der Gleichung 

(ar, y, ä, a, 6) =b 
ausgehend , zeigen , dass a^ — a , » dia, bf^bssdib von der 
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Ordnung y ^^i oder der Projectionen diX, d^y^ d^z dieser Li- 
nie werden. Aehnlich wie im §. 65 erhalten wir aus : 

2l(w-.a)+©(w-6)=0, 

2l(w-a0+©(t;-6i)=0 
und der Entwickelung : 

zunächst : 
und daher 
wo 

aÄ=Xw+2)t;+3 

ist. Die Form der Entwickelung ^»(Pi gestattet zu setzen: 
(i^iWldi^Z'^ß^d^z^'^ß^dtzd^a-V'ß^di.a^'^y^diZ^'^yid^zH^a 

-^y^dizdia^-hy^da^-^ etc., 
indem man sich dib durch dia mit Hülfe der Gleichung 

2ldia+S3rfi6 = 
ausgedrückt vorstellt. Diese Entwickelung giebt, wenn man 
sie umkehrt, eine solche von der Form : 

diu SS g^diZ^ + Qidizi + g%d^z* + etc. , 
wo 



^* äÄ~' 

etc. 5=etc.^ 
Wie man sieht, wird die inverse Reihenentwicklung unbrauch- 
bar für 2Ji = oder r = 0. Dann ist aber wegen : 

s= ß^d^z^ + ßftdizda + ß^d^a^ -+- etc., 
d^a von der Ordnung d^z und man muss setzen : 

d^a = ji'rfiJj + jg'diZ + j-sdi j5* + etc. , 
wo beispielsweise : 

ist. 

Da nun für SD^asO dta von der Ordnung d^z wird, so ist 
die Bedingung äßssO der früheren ifaaO äquivalent und 
die Gleichung SDtsO, die wir im §. 43 kennen gelefht haben 
ist wirklich die Gleichung desjenigen Facettekegels, wel- 
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chen im §. 62 die Formel M^ ergab^ eine Beziehung, zu der 
man auch analytisch sehr leicht gelangt. Denn man findet 
<D as durch Elimination von p und q aus den Gleichungen : 

F=0, 

P& — (?a = 0, 

pa -4- ^6 = 1 , 
und F = aus Ö) durch Elimination von a und 6 aus den Glei- 
chungen : 

a)=o, 

pa -4- gfö a= 1 . 
Durch totale Differentiation ergiebt sich : 

Xd^x + Yd^y H- Zd^z -♦- Pdip + O^i? = 0, 

pdia-^qdib H-adip -♦-&rfi5'=0. 

Setzt man nun Xrfia;+ Fdiy + ZrfiJ5=:0, so folgt Pdip+I?dj5=0 

und es ist wegen P6 — 0« = gleichzeitig : 

adip-^bd^q^O, 
daher 

pdia + gdi&ÄO, 

wodurch man dann, wegen ^q — SÖp = 0, 

Xdi cc -4- ^diy + 3c?iÄ = 
erhält. 

§. 67. 

Oonstraction einer polyedrischen Oberfläche» die sich beim 
Uebergang sur Grenze an eine Integraloberfläohe 

anschlieBst. 

Bisher haben wir uns bei der Untersuchung der Integral- 
oberflächen der Gleichung F=0 nur der Polarkegel Ö)=0 be- 
dient. Im letzten Kapitel sind wir mit einem neuen Regel, dem 
Facettekegel y=0, und seiner geometrischen Bedeutung hin- 
länglich bekannt geworden, um nun einsehen zu können, dass 
er ein ebenso wichtiges Element der Construction von Inte- 
graloberflächen, wie der Polarkegel ist; was übrigens schon 
daraus erhellt, dass er zur Definition der Formveränderung des 
Polarkegels durch den Raum unentbehrlich ist. 

Wir denken uns in Zukunft für jeden Punkt des Raumes 
als Spitze die beiden Kegel <D=0 und VssO gleichzeitig con- 
stniirt. 
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Um eine polyedrische Integraloberfläche zu erhalten, be- 
ginnen wir damit, irg^id eine polygonale Facettelinie zu con- 
struiren, deren Ecken mit $, $', $'' ... zu bezeichnen sind, 
und deren Elemente : 

W^d,s, "W«diS, WW^d,s'\ etc. 
Strahlen der für die Punkte $, $', $", ... als Spitzen con- 
struirten Facettekegel V, V, V, . . . sihd. Nun legen wir an den 
Polarkegel (D durch den Strahl diS eine Tangentialebene, des- 
gleichen eine solche durch den Strahl diS an den Regel 0\ 
u. s. f. Diese Tangentialebenen mögen die Kegel 0, <D', ä)", 
etc. in den Strahlen a, b; a\ 6' etc. ; berühren. Auf dem Strahl 
o, b schneiden wir die Länge ds = $^i ab, construiren für den 
Punkt "pi den Kegel ^^i , von dem ein Strahl diSi den Strahl 
a% b' im Punkt $/ treffen, und davon die Länge ^'^i'ssd«' 
abschneiden wird. Die vier Strahlen: 

dSj diSj ds , di^i 
begrenzen dann die erste gebrochene Facette E: gebrochen, 
weil die vier Punkte ^, ^', ^i' ^i nicht in einer Ebene liegen. 
Aber, und darauf kommt es hier allein an, die beiden Dreiecke : 
^^$1^' und J%'%^\ aus denen d ie Fa cette zusammenge- 
setzt ist, und die in der Diagonale $i^' aneinanderstossen, 
bilden einen Winkel mit einander, der zweiter Ordnung ist in 
Bezug auf die Länge der Strahlen ds, d^s, etc. 

Es wird nun sehr leicht sein, die folgenden Facetten 
E'j E'\ etc. zu construiren. Vom Punkt ^i'aus ziehen wir den 
Strahl des Kegels 'Fi', der den Strahl ab" und zwar im Punkt 
^/' trifft. Dann sind die Ecken der zweiten Facette E' : 

Ebenso ist die dritte Facette £"" zu construiren, u. s. f. So 
entsteht die erste Facettenreihe E^ £^, E!* ; welche an der einen 
Seite von der ersten polygonalen Facettelinie $, ^', ^", ... 
begrenzt wird. Diese Facettenreihe bestimmt eine zweite po- 
lygonale Facettelinie : 

%, ^,', %'\ .... 

durch die sie eben von der anderen Seite begrenzt wird und 
deren Elemente wir so eben construirt haben. 

Genau wie die Reihe Ej E\ E^' ... zur polygonalen Facet- 
telinie ^, ^', $", ... lässt sich eine neue Reihe : 
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zur Facettelinie $i, $i', $i" .... construiren. Dann eine dritte 
Reihe JE's, E^\ E%\ ... u. s. f. So schliesst sich Reihe an 
Reihe und es entsteht die polyedrische Oberflache, die nunmehr 
allen Bedingungen entspricht , welche erfüllt sein müssen, da— 
mit sie beim Grenzübergang stetig werde : Die Contingenzwin- 
kel Xc und tf sind von der Ordnung der Strahlen ds und d^s^ 
und die Bruchflächen, aus denen die Facetten bestehen, bil- 
den Winkel zweiter Ordnung. v 

So ist denn die Aufgabe, die Integraloberflächen der Glei- 
chung F=sO geometrisch zu construiren, vollständig gelöst, und 
zwar ist die Lösung ganz allgemein deshalb , weil die so eben 
construirte Integraloberfläche eine willkürliche Funktion ent- 
hält, nämlich die eine Projection der ersten polygonalen Fa— 
cettelinie ^, $', ^", ... durch welche die ganze polyedrische 
Oberfläche bestimmt wurde, bis auf die für das Ergebniss des 
Grenzübergangs irrelevante Willkürlichkeit der Länge der 
Strahlen cb, d^s^ d%Sj etc. Genau genommen ist also willkür- 
lich geblieben : 

4) die Richtung der einen Projection und die Länge 
der Strahlen : 

2) die Länge, aber nicht die Richtung der Strahlen: 

ds, cbi, dst, ds^, .... 
An diese Construction knüpfen sich zunächst noch einige 
Bemerkungen. ' 

§.68. 
Zusätze zum vorigen §. 

I. Um den Theil: -^$,"^2?/ der Facette jE", zu construiren, 
bedarf es also ofienbar der beiden Strahlen d^s und d^s\ Denn 
.der Strahl d^s bestimmt den Strahl ds, der Strahl d^s' bestimmt 
den Strahl ds'; beide Strahlen ds und cb' bestimmen, wenn 
man über die Länge von ds verfügt hat, den Strahl d^s^ und 
dieser den Strahl cbj. mithin das Dreieck ?ßi"^2^i'- I^^^se 
Ueberlegung verallgemeinert, folgt, dass das Dreieck : 

bestimmt wird durch^die Strahlen 

d^Ä, d/, d/\ d/»»), 
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und es ist klar, dass mit diesem Dreieck gleichzeitig bestimmt 
ist das ganze dreieckige Stück polyedrischer Oberfläche, wel- 
ches liegt zwischen 

\) der polygonalen Integralcharakteristik : 

2) der polygonalen Facettelinie : 

3) der polygonalen Diagonalkurve : 
und welches wir mit : 

bezeichnen wollen. Dies ist jedoch nur eine Eigenthümlichkeit 
unserer Construction, da wir aus den Betrachtungen des Capi- 
tels XI entnehmen können, dass ein Stück Kurve alle diejeni- 
gen Integralstreifen ihrer ganzen Länge nach bestimmt, welche 
durch dasselbe hindurchgehen. Diese Eigenthümlichkeit un- 
serer Construction besteht darin , dass sie die Terme zweiter 
Ordnung, welche beim Grenzübergang wegfallen, berücksich- 
tigt. Von ihnen hängt der Winkel der Bruchflächen einer Fa- 
cette gegen einander ab. 

IL Ebenso gut, wie wir die Integraloberfläche von einer 
Facettelinie aus construirt haben, hätten wir von einer belie- 
bigen polygonalen Kurve ausgehen gönnen. Ich werde kurz 
angeben, wie. Zu der beliebigen als Diagonalkurve anzusehen- 
den Kurve : 

% %', %", V, •••• 

werden die Kegel : 

0, 0,', 0^", <P,"' ... 

construirt, und durch den Strahl ^^^ ss d^s wird eine Tan- 
gentialebene an den Kegel (2>, durch den Strahl $/$2"^^^i' 
eine solche an den Kegel <Z>/ gelegt, u. s. f. Die Kegel 
<Z>, (2>/ ... werden berührt in den Strahlen ds, cte/ ob,'' ... Zu 
diesen Strahlen sucht man die Endpunkte : 

von denen aus Strahlen: d^s^^ ^xhi ^th' ••• ^^^ Kegel: 

durch die Punkte ^, $/, ^j", ... geheu. Die Punkte: 

bilden dann eine neue Diagonalkurve, zu welcher man eine 
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dritte nach demselben Verfahren findet, u. s. f. Nachträglich 
übersieht man leicht, dass z. B. die Punkte : 

^2, *,. *.', %' 

eine Facette bilden, deren Bruchfmchen : 

einen Winkel zweiter Ordnung einschliessen , worauf ich hier 
nicht weiter eingehen werde. 

III. Betrachten wir noch einmal die im vorigen §. con- 
struirte polyedrische Integraloberfläche. Wir können die Gon- 
struction in der Weise modificiren, dass die Facetten eben sind, 
aber Vernachlässigungen von Grössen zweiter Ordnung bei der 
Construction jeder Facette stattfinden. Legen wir an den Ke- 
gel (D durch den Strahl d^s eine Tangentialebene und be- 
zeichnen mit dps' die Projection des Strahls ds' (der zum Ke- 
gel 0' gehört) auf jene Tangentialebene so haben wir zu 
dem beregten Zweck die durch den Strahl d^s' an den Kegel 
<!>' zu ^legende Tangentialebene, welche ihn im Strahl ds' be- 
rührt, nur soviel zu drehen, dass sie durch den Strahl dps' 
statt durch den Strahl ds' geht. Der Winkel, um den sie dann 
gedreht wurde, ist zweiter Ordnung. 

IV. Da die Längen von ds^ ds^J ds^^* ^nnd d^Sj d^^', d^s".,.. 
vollkommen unabhängig von einander sind, so ist es keines- 
wegs nöthig , den Grenzübergang gleichzeitig in Beziehung auf 
Beide stattfinden zu lassen. Sondern man kann z. B. zuerst ds, 
dSj, ds^j ... verschwinden lassen, während d^Sy d^s, d^s'\ ... 
endliche Dimensionen behalten. Der Erfolg davon ist, dass man 
eine Oberfläche erhält, die aus Streifen von Abwickelbaren (hier 
die Integralstreifen) von endlicher Breite zusammengesetzt ist, 
ähnlich der Oberfläche einer Frucht, welche man mit einem 
Messer geschält hat. Die Streifen stossen unter Winkeln an 
einander, die dann einen zweiten Uebergang zur Grenze in Be- 
Äug auf die Strahlen d^s, d^s', d^s"y ... gestatten. 



§.69. 

Construction der.Integraleharakteristiken und der Integral- 
streifen. 

Zur Vervollständigimg dieser Theorie bleibt uns noch 
<d>rig, die Construction der Integralcharakteristiken und der 
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Integralstreifen anzugeben. Es wird damit die geometrische 
biterpretation der Gleichimg F=sO, soweit dies, ohne besondere 
Annahmen über ihre Form zu machen, möglich ist, zum Ab- 
schluss gelangen. 

Was die Integralcharakteristiken betrifft, so ist ihre Con- 
struction allerdings in derjenigen der vorigen §§. enthalten. 
Es ist indessen zweckmässig, sie unabhängig von der willkür- 
lichen Funktion auszuführen , um nachher bei Gelegenheit der 
Integralstreifen in die Elementarwirkuog der willkürlichen 
Funktion eine bessere Einsicht zu gewinnen. 

Unter Vernachlässigung der Grössen zweiter Ordnung, 
welche längs der ganzen Integralcharakteristik von der will- 
kürlichen Funktion influirt werden, ist gemäss §. 65 die Inte- 
gralcharakteristik folgendermassen zu construiren. Für den 
Punkt $ construirt *mdn den Kegel <Z>, gebt dann längs eines 
Strahls (a, b) des Kegels <Z> bis zum Punkt %, zu dem man die 
Kegel 0i, Wi construirt. Die Tangentialebene an den Kegel <2> 
im Strahl [a, b) mag den Kegel ^i im Strahl (t/i, Vi) schneiden. 
Nun legt man an den Kegel 0^ eine Tangentialebene durch den 
Strahl (wi, i^i), die den Kegel 0^ in einem gewissen Strahl 
(Oi, b^) berühren wird. Dieser Strahl (04, 61) ist dann die 
Fortsetzimg der polygonalen Integralcharakteristik, deren er- 
stes Element der Strahl (a, b) war. Es wird dann für einen 
ferneren Punkt $2 auf dem Strahl (a^, 61) die eben für $1 aus- 
geführte Construction wiederholt, wodurch man einen dritten 
Strahl (oa, fe») erhält u. s. f. So entsteht die Integralcharak- 
teristik, und wir erkennen, dass für die Construction der 
Grenzcharakteristiken der Kegel (DssO ausreicht, dass hinge- 
gen für die Integralcharakteristiken ein neues Hülfsmittel der 
Construction erforderlich ist, nämlich der Kegel ?Fs=0. Dies 
vorangeschickt, gehe ich zur Construction der Integralstreifen 
über. 

Für den Punkt $ werden die Kegel (D, W construirt. An 
den Kegel <f> wird eine Tangentialebene gelegt durch einen 
Strahl (w, v) des Kegels W. Für einen Punkt ^' des Strahls 
(w, v) werden die Kegel ©', ^ construirt und an den Kegel 0' 
eine Tangentialebene durch irgend einen Strahl {u, v) des 
Kegels V gelegt. Die beiden Tangentialeben mögen die Kegel 
und 0' in den Strahlen (a, b) und (a', b') berühren. Dann 

F. Du Bois-Bbtmond, Beiträge. 4 
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werden für einen Punkt ^i auf dem Strahl (a, b) wieder die 
Kegel (Pi, Vi construirt. Der Punkt, in welchem der Strahl 
(a, b') vom Kegel 9^ geschnitten wird, heisse ^i', und nun 
bilden die Punkte ^, ^', $i, ^i' eine gebrochene Facette. Wir 
construiren noch die Kegel (Di', Vi und nennen (wi', Vi) den 
Strahl, in welchem die Tangentialebene an den Kegel O' im 
Strahl (a', b') den Kegel 'ft' schneidet. Dann legen wir wie- 
der durch die Strahlen (wi, Vi) und [Ui, Vi) Berührungsebenen 
an die Kegel (Di und (D/. Die berührten Strahlen (oi, fti)*und 
(a/, bi') sind alsdann die Fortsetzungen der Strahlen (a, b)y 
fa', b') , und so kann man die beiden Integralcharakteristiken 
fortsetzen, zwischen denen nunmehr, aus gebrochenen Fa- 
cetten zusammengesetzt, der Integralstreifen liegt. 

Wir sind jetzt im Stande zu übersehen, wie der Integral- 
streifen durch zwei aneinanderstossende Elemente der will- 
kürlichen Kurve, welche die Integraloberfläche individualisirt, 
bestimmt wird. 



// 



Es sei daS^^^/ das eine Element und (4^i'=:¥i'¥s 
das zweite Element. Wir legen durch rf^s an den Kegel <D eine 
Tangentialebene, und suchen einen solchen Punkt ?ßi auf dem 
Strahl (a, 6), dass der Kegel 'Fi den Punkt ^ß/ enthalte. Dann 
ist die Lage der Tangentialebene an den Kegel Oi und mit ihr 
der Strahl (ai', 6/) dadurch bestimmt, dass sie durch den 
Strahl ckSi gehen muss. Die Tangentialebene an den Kegel <2>i 
muss durch den Strahl ^i$i'=(wi, Vi) gehen, und dies be- 
stimmt den Strahl (oi, bi) : somit ist der Integralstreifen be- 
stimmt. Ein Element diS bestimmt also eine Integralcharakte- 
ristik, zwei Elemente bestimmen deren zwei oder einen Inte- 
gralstreifen, und jedes folgende Element bestimmt je* einen 
Integralstreiifen. 



§. 70. 

lieber eine Bedingung, der man die Integralkurven unterwerfen 

kann« 

Diese Betrachtungen führen uns nun einen Schritt weiter, als 
wir in den Cap. X und XI gelangt waren. Wir hatten gefunden, 
dass man durch alle Kurven JT, JTi, ..., welche einen Punkt $ 
passiren, und dort von einer den Kegel im Strahl (a, 6) be- 
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rührenden Ebene ihrerseits berührt werden, Integraloberflächen 
legen könne, welche die .vom Strahl (a, b) im Punkt ^ berührte 
Integralcharakteristik gemein haben, und sich in dieser berüh- 
ren. Wir wollen nun zunächst die geometrische Bedingung 
dafür aufstellen, dass die Rückkehrkanten der durch 
die Kurven K^ Äi, ... gelegten Integraloberflächen 
sich in einem Punkt der gemeinsamen Integralcha- 
rakteristik schneiden. 

Diese Bedingung finden wir am bequemsten, indem wir 
auf die Construction des §. 67 zurückgehen. 

Die willkürliche Funktion war dort die eine Projection der 
Facettelinie 

% r, r, etc. 

und ein Stück : 

derselben bestimmte den Integralstreifen : 

dessen Facetten E gebrochen sind. Unter Vernachlässigung 
der Terme zweiter Ordnung , die beim Grenzübergang ohnehin 
verschwinden, bestimmen aber nach§. 69 die beiden Facette- 
linienelemente 

den ganzen Integralstreifen E, E^, .... ; sowie das fernere Ele- 
ment dis"s=$"^'" noch den Integralstreifen E\ E^\ E^\ .... 
bestimmt, u. s. f. Denkt man sich nun die Lage und Länge 
der Elemente d^z und dj fest, so wird offenbar stets der näm- 
liche Integralstreifen an der'Grenze erhalten werden, wie man 
auch über die Länge der Elemente von Integralcharakteristi- 
ken (fe und d£ verfügen mag, da ihre Lage, d. h. die Lage der 
Strahlen (a, 6) und (a', V) durch die Elemente diÄ und di/ ge- 
geben ist. 

Es sind aber die Diagonalen : 

d;j5="W;' und dj5, =frW' 
zwei successive Elemente einer durch den Punkt ^ gehenden 
Kurve iTauf der Integraloberfläche. Mit der Länge des Strahls 
ck variirt die Lage von (4^9 niit der Länge von d^^ variirt die 
Lage von c^^i'. Durch Variation von ds und cbi werden wir 
mithin Tangente und Krümmung der Kurve K verändern, aber 
innerhalb solcher Grenzen, dass durch die Punkte $ und ^^ 

10* 
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der Kurve K immer die nämlichen Integralcharakierisiiken ge- 
hen, dass mithin der an den Punkt $ anliegende Iniegralstrei- 
fen unverändert bleibt. 

Wenn nun alle Integraloberflächen, die durch verschie- 
dene Kurven Kj JTi, ..., welche sich im Punkt ^ schnei- 
den , gelegt werden , nicht allein die durch $ gehende Inte- 
gralcharakteristik, sondern auch den Integralstreifan, der an 
diese Charakteristik grenzt, gemein haben, so müssen sich 
nach Cap. XI. ihre Rückkehrkanten in dem nämlichen Punkte 
jener Integralcharakteristik schneiden. 

Die geometrische Eigenschaft, welche die Kurven K im 
Punkt $ besitzen müssen, um diese Bedingung zu erfüllen, ist 
festgestellt: die Länge der Strahlen ds und ds^ muss so be- 
stimmt werden können, dass die Elemente der Kurven K Dia- 
gonalen der Facetten E und E/ bleiben. Es wird nun darauf 
ankommen, diese Bedingung analytisch zu formuliren. 

§.71. 
lieber den Contaot der Abwickelbaren« 

Wir wollen diese Untersuchung zunächst bei den Ab- 
wickelbaren durchführten. 

Die zu betrachtende Abwickelbare sei der Ort der Gera- 
den c, Ci, C2, 

Es werde c von Ci im Punkt tt, d von c^ im Punkt tti, 
c» von Cj im Punkt tt«, u. s. f. gei^hnitten. Wir legen durch 
die Geraden c, Ci ... eine senkrechte Trajectorie, welche c im 
Pimkt ^, Ci im Punkt ^', u. s. w. schneidet; dann durch die 
Geraden c, Ci ... irgend eine andere Kurve, welche c im Punkt 
^, d im Punkt ^1', c« im Punkt ^a"? u. s. f. schneidet. Es 
mögen die Neigungstangenten vonj^^', ^'^" u. s. w. (w, v), 
(u\ v'), u. s. w.; diejenigen von $^1', ^TW^'» ^- s. w. (gy Ä), 
(?i', hi') u. s. w. heissen. Endlich legen wir Kurven durch 
die Punkte %\ %", ..., parallel der Kurve ^, ^', "^", ... (un- 
ter parallelen Kurven auf einer Abwickelbaren solche ver- 
standen, von denen je zwei zwischen zwei Geraden c^, c^^i 
eingeschlossene Elemente parallel sind) . In Beziehung auf die 
Differenzen und Projectionen der Elemente aller dieser Kur- 
ven gelten dann die bereits öfters benutzten Bezeichnungen. 
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Die Neigungstangenten der Geraden c^ mdgen [üf^j 6J und 
die Neigungstangenten der Normale au die Integralstreifen 
(c«, n^j c^+i) mögen — p,», — gf,» heissen. 

Wir werden nun die Bedingungen dafür aufsuchen, dass 
die Kurven (w, v) und [g^ h) einen, zwei, oder mehrere Inte- 
gralstreifen mit einander gemein haben. 

Fall I. Die Elemente (t^, t;) uud {g, h) liegen auf dem 
Streifen (c, tt, Ci) . Dann müssen die Gleichungen : 

jJM -h gv Ä i M 

erfüllt werden. 

Fall n. Die Elemente (w, v), (w', v'), (j, ä}, (g^y Ai') lie- 
gen auf dem Streifen (c, tt, Ci], (ci, ^i, c^). Dann finden aus- 
ser den vorigen noch die Gleichungen : 

p'w' + q'v SS i , 

statt. Es folgt daraus : 

gdp-^häg-hpä^g-^qd^h^O*), 
udp -4- vdq'^pd^u -h qd^v = 0. 
Ausserdem erhält man durch Entwickelung von F'ss : 

Pdp'^Qdq — (^. 
Aus den letzten drei Gleichungen dp und dq eliminirt, folgt : 
[Pv] ^pd^q -4- qdji\ — [Ph] [pd^u + qd^v } =i . . . . il 

wo ich Pv — (?w=(Pt;) ; PÄ — Q5'=(Pä) gesetzt habe. Be- 
trachtet man die Gleichungen der Kurve (w, t;)[als in der Form : 

diejenigen der Kurve (g-, h) als in der Form : 

g^xp[z), h^%p^{z) 
gegeben, so ist 

und es vsdrd : 

(PüjGdjÄ- [PhjUd^z^O ... B, 

*] Ich gebe hier dem d vor p und q keinen Index, weil bei den Ab* 
wickelbaren 

dtP « d,p, dp a 0, 

d4^ = d,(?, d9=0, 
ist. 
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Wenn wir der Kürze halber P^"*"9'^ = ^jP^"*"9äS^ ^ 
setzen. Nun ist: 

Ferner hat man : 



und wegen 



folgt hieraus : 



d^x ud^z-^adz' 

d^z diZ-^-dz' ' 

,_^d,l/ vdiZ-^bdz\ 

^""^ " d^z-^dz' ' 



9 



a=s ^ . ^ , 6 = 



Pp-¥Oq 



dz'^d^gv)-^ 

wo {gv)=gv^hu. Diesen Werth von dz' in d^z^diZ-^dz' 
substituirt, ergiebt sich : 

Somit geht B über in : 

(Pv)2G-(PA«)tr = ... II. 
Dies ist die Bedingung dafür, dass die der Gleichung F=0 ge- 
nügenden Abwickelbaren, welche man durch die Kurven (w, v) 
und {Qj h) legt, die Geraden c und Ci, mithin den Punkt ^ ge- 
mein haben. 

Fall m. Die Elemente (u, v), (u, v'), (w", v") ; (fl', A), 
{9 11 ä/)> toa") V) biegen auf den Streifen: (c, tt, cJ, 

(C^, TTj,. C2), (Cjj, ^21 ^aJ* 

Will man diesen Fall wie den vorigen durch Construction 
vom Punkt ^ aus behandeln, indem man successiv die geome- 
trischen Symbole durch analytische ersetzt, so nehmen die 
Formeln alsbald eine entmuthigende Prolixität an, weil man 
nun die Glieder zweiter Ordnung der Entwickelungen nach den 
Differentialen mit in den Calcul aufnehmen muss. 

Dagegen führt folgender indirecte Weg leichter zum Ziele. 
Setzen wir : 

B= {Pv) {pd^g 4- qd^h} - (Ph) \pd^u + qd,v\ = 0, 
so hat man für den Punkt ^i : 

Gehören die Grössen Wi', v^', di^i', d^Vt zu der auf den Gera- 
den c, Ci, Cg ... senkrechten Trajectorie, welche durch den 
Punkt "^i' geht, so ist : 
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U^^U\ w/'=sw" d^U^ ^:su" ^U^' ^ssu" ---U ssd^u' ^ 

t;^ SSV , v^ ==i; d^v^ =Vj — Vj =t; — v =aji; 

und es wird : 

1?/= (P'v') {/d2(//+ g'dz^V [^X){vd,u^q'd,v'\ =0. 

Bilden wir jetzt die Differenz d^BsssBi-^B. Es kommen 
darin folgende Typen von Differenzen vor: 

P'^P, u'^u, g;^g, 

^Qi-^^Sj d^u*—d^u. 
Diesen wollen wir ihre analytische Form ertheilen. Der Kürze 

halber setzen wir R = -j— , S= -s-^-, r= -5^. Dann ist : 

P''--P=:Rdp'hSdq = ^ (Ä(?-SP) 

und aus Fall II kennen wir folgende Ausdrücke für -^ : 

dp pätQ-^qd^h pd^u-k-qd^v 

Q "" ' {Ph) "" {Pu) 

Man hat die Wahl eines von diesen Ausdrücken so zu treffen, 
dass die Schlussformel symmetrisch wird. 

Was femer die Differenzen w'— WÄd^w, gt~^g^d%g be- 
trifft, so wissen wir aus Fall II ebenfalls : 

und 

diZ^d^z ^. 

Endlich sind die Differenzen 

d^gi —d^g^^d^d^g und diu' -^diU^sdidiU 
zu transformiren. Es ist: 

d»d^9—92'—9i—(9i'—g) =»«"— S^i'+S- 
Nun ist auch 

ff^V^W» ?i'=V'(^+^^)? y«"=V'(^+rf2«+<4^i')T etc. 
Entwickelt man die xf^ und bildet jene Differenz, so folgt: 

Ebenso findet man : 

didiU=z^ d^diZ-h ^ [diz)^. 

Zwischen didiZ und d^d^z findet eine Relation statt. Zieht 
man 
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[Ph)d^%^ (Pt;)di5f=0 
von 

ab, so folgt : 

<k [Ph)d^%'-d^ [Pv]d^Z'¥[Ph)didiZ^ {Pv]d^diZ:=^0 
unter d,(PA) und di(Pt;) die Differenzen (P'Äi') — (Pä) und 
(PV) — (Pv) verstanden. 

Nun ist das Material vorhanden, um d^B zu bilden. Man 
erhält zunächst : 

d^B^di {Pv) hdtQ'^qdthl'-d^lPh) |pdiW+5fdiv|, 

+ {Pv) \dpd^9^dqd,h-^d,z^ (p g. + , g) ^d,d,z{G) }, 

•^{Ph)\dpd,u^dqd,v^d,z' {p^^q^)^d,d,z{U)}^0. 

Vergleichen wir den Term : 

d^d^z{Pv)G'-d^d,z{Ph)U 
mit der so eben gefundenen Relation fttr d^d^z und d^d^z und 
mit der Gleichung II des Fall II, so finden wir, dass statt sei- 
ner geschrieben werden kann : 

-i[d,(Ph)d,z-d,{Pv)d,z^(G^^^ + ^jS])- 

Und hiermit in d^B zurückgegangen, folgt : 

d,B=(^G^^u)[d,(Pv)d,z^d,(Ph)d,z] 

+ [Po) [dpd,g^dqd,h^d,z^(p + , g-)] 

-(PA) [dpd^U'hdqd^v-hdy(p 0- + ? 5^)] « 0. 

Die weitere Transformatioli liegt nun auf der Hand : Man 
hat die Differentiale dp, dq, d^u, d^Vj d^g^ d^h d^z auf die mehr- 
fach angegebene Weise auszudrücken, und findet nach den nö- 
thigen Reductionen endlich : 

•=i(«'^+'^iS!)|('")-(''E-<?S)-('^)-(''S-«l)!. 

-wIpSJ+jS! in. 

Dies ist die Bedingung dafür, dass zwei der Gleichung FsssO 
genügende Abwickelbaren, welche durch die Kurven (ti, v)^ 
{g, h) gelegt sind, im Durchschuittspunkt der beiden Kurven 
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die drei Oeraden c, c^, c^^ mithin die Punkte 7t und n^ der 
Rtickkebrkante gemein haben. 

Es hat kein Interesse , diese Bedingung für Berührungen 
höherer Ordnungen , als eben geschehen, aufzusuchen, da das 
Gesetz, nach welchem sie gebildet wird, kein einfaches zu 
sein scheint. Ich habe nur das Verfahren angeben wollen, 
nach dem man , wie ich glaube , am kürzesten zu den Bedin- 
gungen höherer Ordnung gelangt , weil dies für die partiellen 
Differentialgleichungen, welche er, y, z enthalten, von Nutzen 
sein kann. Es braucht wohl kaum bemerkt zu werden, dass, 
wenn Fall III stattfindet , gleichzeitig die Bedingungen I, 11, III 
erfüllt sein müssen. 



§.72. 
Bemerkungen über Fall II. 

Sollen die durch die Kurven (u, v) und (9, h) gelegten 
Abwickelbaren die Geraden c und c^ und den Punkt 7t gemein 
haben, so müssen demnach stattfinden die Gleichungen : 

F(p, 9)«0 

(PÄ)»l7-(Pv)*G = 

wo wieder ü=p ^ + g ^, G=p ^ + g ^ ist. 

^ da ^ dr ^ dh ^ dz 

I. Die beiden Abwickelbaren werden sich dann längs der 
Geraden c osculiren, da der Polarkegel tt (das Integralconoid in 
diesem Falle) die eine, wie die andere osculirt. Findet noch 
die Gleichung m des vorigen §. statt, so ist die Berührung der 
Abwickelbaren dritter Ordnung, u. s. f. Femer kann man 
aussagen von zwei Abwickelbaren, die beide der Gleichung 
FssO genügen, und einen Punkt der Rückkehrkanten mit der 
ihn treffenden Charakteristik gemein haben, dass ihre Rück- 
kehrkanten sich in diesem Punkt berühren , denn sie haben in 
diesem Punkt die Tangente gemein. Wenn die Abwickelbaren 
zwei Geraden gemein haben, so müssen die Rückkehrkanten 
efaie Berührung zweiter Ordnung eingehen, denn sie haben 
zwei Tangenten gemein, u. s. f. 

n. Denkt man sich irgend zwei Kurvenschaaren auf einer 
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Abwickelbaren gezeichuet, so müssen deren Elemente in je- 
dem Punkt die Bedingungen I, U, DI, etc«. erfüllen. Es seien 
wieder die Bedingungen I : 

F(p, ?)=0, 
pw -h gt; = 1 , 

Ich werde die Differentialquotienten in der Richtung der einen 
Schaar nicht weiter kennzeichnen. In der Richtung der anderen 
Schaar wird der Index i an das d gehängt werden. Die Bedin- 
gungen I geben dann differenzirt : 







('" 


dp 

d» 


-hqA),. 


-0, 








i- 


d,p 
d.» 


'^Qii)<^^^ 


-0, 




( 


dp 

d* 


u + 


da 


du 


^)*- 


= 0, 


(; 


1.P 
1.* 


9-*- 


d^q 


»-^fg*» 


m '•" 


sO. 



Wir sehen, dass aus diesen Gleichungen die Differentialquo- 
tienten von p nicht eliminirt werden können. Die Elimination 
wird aber möglich, wenn man über dz und d^z so verfügt, dass 
die Gleichungen: 

Sdgss^ d^z oder dp = d^q 

stattfinden, wie dies die Natur der Abwickelbaren gestattet. 
Die Ermittelung der Werthe von dz und d^z geschah im vori- 
gen §. (Fall II.) 

Wir werden im nächsten §. diese Betrachtung auf die par- 
tiellen Differentialgleichungen mit allen Variabein ausdehnen. 
Differenzirt man nämlich im Sinne der beiden Kurven (w, v) 
und {g, h) die Gleichungen : 

pw -4- gv = 1 , 
pj + 5Ä = 1, 

80 wird man wieder die Differentiale von p und q nicht elimi- 
niren können. Um dies möglich zu machen , sind zwischen dp 
und dj)y dq und d^q Relationen aufzustellen^ wie sie die Diffe- 
rentialgleichung zulässt. 
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§.73. 

Die Bedingung für die OBOuIatdon zweier Integraloberflächen der 

Oleichung F [x, y, z, p, q) =0. 

Um diese Bedingung zu formuliren, werden wir die Fa- 
cetten Ej E^, J^, E^' brauchen. Es ist überflüssig, die Facet- 
ten als gebrochen anzusehen, da wir beim Grenzübergang 
Grössen zweiter Ordnung vernachlässigen. 

Bezeichnen wir die Neigungstangenten des Strahls "^^/ 
oder djÄ mit {Qj h) ; folglich diejenigen des Strahls ^/^j' ^^^^ 
djS/ mit j/, A/ ; so wollen wir zunächst die Aufgabe behan- 
deln, deren Zusammenhang mit den Neigimgstangenten (u, v) , 
{Uj v) der Facettelinienelemente d^s und d^s' zu ermitteln. Ich 
beginne damit, die Formeln, deren wir bedürfen, zusammen- 
zustellen. Es ist 

d2X=sd^x-hdx' } ^ 
etc. j 



oder z. B. 



Femer : 



d^x _^ ud^Z'^a'dz _^ fid^z-^adz' 

^ ^ d^ ^ d^z-^dz' d^z-k-dz' 

h — ^^ — ^^^i^***^'^^' «« vdt,z-^bdz' 
"*5*^ d^z-^dz' d^z-^dz' 



i) 



unter Vernachlässigung der Terme zweiter Ordnung. Ausser- 
dem gelten für die Facette E die Constructionsformeln : 

pu-hqv^i 3) 

pg-^qh — i 4) 

pa H- gfft s= 1 5) 

a und b die Neigungstangenten des Strahls ^^^ oder ds. Aus 
3) 4) 5) folgt beiläufig bemerkt: (g—u) (6— A) — (A— t;) (a— y)=0. 
Die Facetten E* und E^' liefern die Formeln : 

p'u -h qv' =s 1 6) 

p Wj H- g Vj = 1 7) 

Endlich gehören- noch hierher die auf die verschiedenen Ecken 
zu beziehenden Formeln : 

Dies ist das Material, welches wir brauchen. 
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Gleichung 4) von 9] abgezogen, folgt wegen 1) : 

Es kommt zunächst darauf an, in diesem Ausdruck df' imd dg' 
zu ersetzen durch Grössen, die sich nur auf die Facetten E und 
l! und beziehen. Aus 3), 10) und 11) folgt: 

wdjP-f-vdjgf-f-jjdjW-l-gdjV = 0, 

Die erste von der zweiten dieser Gleichungen abgezogen , 

kommt : 

dpw-hdg'üÄO 11) 

Ferner ist : 

F/-/?^P(dj}4-d/)+O(dw+d?0+di5;(Xy+yA+2) =0 12). 
Mit Hülfe von 11) und 12) kann man dp' und dg' aus I entfer- 
nen, und erhält : 

-hd^z {hu) (Xg^Yh-^Z) =0. II. 

wo, wie im §. 71 Fall II, die Neigungstangenten u, v; g, h als 
Funktionen von z gegeben angenommen sind, und 



/ du 




statt w — + V 3^ 

dz dz 



gesetzt worden ist. Für dg« findet man, ganz wie §. 71 Fall II 
gezeigt wurde, aus 2) und wegen der bekannten Werthe von 
a und 6 den Ausdruck : 

d^z^d^z-^ 

und dies in II eingesetzt kommt : 

(Pü)2G-.(PA)*I7-.(Aw)*(PX+(?y)+Z[P(t;-A)-0(w-g)]=0 111. 
Die Symmetrie ist dadurch hergestellt, dass ich den für sich 
verschwindenden Term — (Äw)(PA)(Xi^H-Ft;H-Z) hinzuaddirt 
habe. 

Gleichung HI ist nun die gesuchte Bedingung. Will man 
sie in der Form haben, dass die beiden sich schneidenden Kur- 
ven beliebige seien, und die eine nicht etwa eine Facettelinie, 
so hat man die Gleichung III einmal für die Neigungstangenten 
g, h der einen Kurve , dann für diejenigen y^ x der anderen 
Kurve aufzustellen, und aus beiden so erhaltenen Gleichungen 
Uj Uj V zu eliminiren. Man findet : 

O^^P{X^pZ)^Q{Y-hqZ)\[{Ph]^r^{Px)^G] 

-h (PA)*(Xy+rx4-Z) - [Pxj^iXg^-Yh^Z) IV, 
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wo r=P^ "*" ^ d~' ^*® Elimination von u und v geschieht mit 
Hülfe der Formeln : 

aus denen folgt : 

(Aw) (194- Fp) -hXg-h Yh-^Z ^ 0, 
(Pt;) [Xq^Yp) ^P(X^pZ] +Q{Y^qZ) . 
Es ist leicht, die obigen Formeln in Grenzfällen zu bestätigen. 
Die Gleichung III wird identisch erfüllt, erstens, wenn die Dia- 
gonalkurve (g, h) mit der Facettelinie zusammenfällt. Man sieht 
dies auf den ersten Blick. Dann, wenn die Kurve [g^ h) mit 
der Charakteristik (a, b) zusammenfällt. Man hat nur a und b 

Statt g und ä, femer aj^ + 6 ^ statt p ^ -h q -j- zvl setzen und 
^ ' dz dz ^ dz ^ dz 

die bekannten Gleichungen der Charakteristiken zu benutzen, 
um sich davon zu tiberzeugen. Endlich erhält man HI aus IV 
zurück, wenn man u und v statt y und x schreibt. 

Wir können demnach folgenden Satz aussprechen : 
Wenn durch einen Punkt ^ zwei Kurven gehen, 
deren Neigungstangenten j, h und y, x als Funktio- 
nen von z gegeben sind, so findet eine Berührung 
zweiter Ordnung statt zwischen den Integralober- 
flächen der Gleichung F {Xj y, Zj p, q) =0, die man 
durch diese Kurven legt, und zwar findet diese Be- 
rührung statt längs der Charakteristik, die mit den 
Neigungstangenten a, b durch den Punkt $ geht; 
wenn 1j zwischen den Neigungstangenten a, 6; g, h; 
7^, x; py q die Beziehungen: 

pa-^qbwBi^ 

pg-^-qh^iy 

gelten, und 2) die Differentialquotienten der Nei- 

gungstangent^n g, A; y, x, nämlich ^, ^; ^, -die 

GleiohunglV für den Punkt ^erfüllen. 

Dsom haben die beiden Integraloberflächen ausserdem in 
der Charakteristik , die den Ort ihrer Osculation bildet, einen 
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Punkt der Rttckkehrkante und die beiden sich dort schneiden- 
den Tangenten derselben gemein. Im übrigen gelten die im 
vorigen §. tlber den Contact der Abwickelbaren gemachten 
Bemerkungen hier unverändert. 

Die Aufsuchung der allgemeineren Formeln für den Con- 
tact der Integraloberflächen dürfte, ihrer Weitläufigkeit wegen, 
kaum lohnend sein. Das geometrische Princip, welches ihr zu 
Grunde liegen musste, ist folgendes. 

Wenn man die Strahlen : 

ds, ds^, ds^j dSf^ 

variirt, während die Strahlen : 

d^Sj d^s\ d^s'\ djsW 

unverändert bleiben , so werden die durch die verschiedenen 
so entstandenen Diagonalkurven : 

ZU legenden Integraloberflächen längs der Charakteristik (a, b) 
eine Berührung von der (n-l-l)sten Ordnung eingehen. Wird 
n unendlich, so hat man die geometrische Bedingung dafür, 
dass verschiedene Kurven auf einer Integraloberfläche liegen. 



§.74. 
Eine andere Deutung der Formeln der vorigen §§. 

Die Eigenthümlichkeit dieser Gattung Untersuchimgen be- 
steht darin, dass man aus der Form der Differentialglei- 
chung möglichst viel allgemeine Eigenschaften des Inte- 
grals herauszulesen sucht. Und in diesem Sinne wird es 
vielleicht nicht überflüssig sein, den Formeln der vorigen §§. 
noch eine andere Deutung zu geben. 

Wir wissen , dass ein Element einer Kurve eine Integral- 
charakteristik bestimmt, zwei aufeinanderfolgende Elemente 
einen Integralstreifen, u. s. f. (§. 69). So bestimmt ein end- 
liches Stück willkürlicher Kurve einen endlich breiten Strei- 
fen Integraloberfläche, der eingeschlossen ist zwischen den 
Integralcharakteristiken, welche vom ersten und vom letzten 
Element des willkürlichen Kurvenstücks bestimmt werden. 
Dieser Streifen ist unterbrochen von der Rückkehrkante und 
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man kann also sagen , dass das willkürliche Knrvenstück ein 
viereckiges Oberflächenstück bestimmt, eingeschlossen zwi- 
schen der ersten und letzten Charakteristik der RUckkehrkante 
und der willkürlichen Kurve selbst. (Die Rückkehrkante be- 
stimmt dann allerdings die Fortsetzung der Oberfläche ; darauf 
soll hier aber keine Rücksicht genommen werden]. Das 
Stück willkürlicher Kurve bestimmt mithin ein 
endliches Stück Rückkehrkante. 

Es erstrecke sich die willkürliche Kurve K vom Punkt ^ 
zum Punkt ^' und das durch sie bestimmte Stück Rückkehr- 
kante vom Pnnkt ^^ zum Punkt $/, so dass die Punkte $ und 
^j auf der einen, die Punkte ^' und $/ auf der anderen Be- 
grenzungscharakteristik liegen. Variirt man nun die Kurve K 
ein wenig, so dass sie werde K-höK, so wird die Gestalt der 
hitegraloberfläche innerhalb des ganzen Gebiets ^^i^'^'i 
variiren und die Grenzen werden auch variiren. Wir können 
aber mit Hülfe der Formeln der vorigen §§. die Variation dK 
so einrichten, dass i) die Begrenzungscharakteristiken und 
längs derselben die Grössen cc, y, z, Py q, r, s, t ... (bis zu 
einer beliebigen Ordnung der Differentialquotienten) von der 
Variation unberührt bleiben, 2) die variirte Rückkehrkante 
nach wie vor durch die Punkte ^^ und ^/ gehe und dort mit 
der ursprünglichen einen Contact beliebiger Ordnung habe. 

Man braucht nur statt der Kurve (y, x) die Kurve [g-^dg, 
h-hdh) in die Formel IV einzuführen, und sie wird offenbar die 
Bedingung dafür , dass die variirte Integraloberfläche die ur- 
sprüngliche längs einer Charakteristik osculire. Man hat also 
in Formel IW g-hdg statt y, h-hdh statt x zu setzen, wobei dann 
unter Vernachlässigung der Terrae zweiter Ordnung folgt: 

d[{Ph)-^{GT'i-Xg-hYh^Z\]^0, V. 

WO die Variation d sich nur auf die Grössen g, h, ^, -^ er- 
streckt, mitbin die Grösse T=P (X-hpZ) -h Q (Y-hqZ) unberührt 
lässt. Diese Variation führt natürlich auf Formel IV zurück, 
wenn man sie integrirt : 

(PA) -2|rG+Xj4-rA+Z} = constms 

und die Constante dadurch bestimmt , dass man das Integral 
auf eine andere Kurve (y, x) bezieht. Dann folgt: 
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(PA)-»|2Y;+x^+rÄ+z}-(Pyr-*{rr+xy+Fx+z|«.o 

I 

und diese Gleichung ist mit lY identisch. 

Wenn also die Variationen der Kurve K oder (y, A) in den 
Punkten ^ und ^' der Gleichung V genügen, so variiren die 
vier Eckpunkte ^, ^', ^j, ^/ des durch die Kurve AT bestimm- 
ten Flächenstückes nicht, und die Rückkehrkanten tangiren 
sich in den Punkten ^^ und ^/, u. s. f. 

§.75. 
Ueber die wUIkürliehe Funktioii in der IntegraloberflAche. 

Ich verweise für die nachfolgende Erörterung auf die voll- 
ständige Construction einer polyedrischen Integraloberfläche, 
wie sie im §.67 mitgetheilt worden ist, und werde anneh- 
men, dass die Construction sich an .eine vollkommen willkür- 
liche Kurve anlehnt. Diese willkürliche Kurve bestimmt die 
Integraloberfläche bis auf die Längen ds^ ds^^ ds^ ..., die kei- 
nen Einfluss auf das Ergebniss des Uebergangs zur Grenze ha- 
ben. Um analytisch scharf hervorzuheben, welche Elemente 
der Construcyon willkürlich sind , erinnere ich daran , dass in 
Bezug auf die Charakteristiken die Gleichungen : 

P 

^^Pp-¥Qq 

6 = 



Pp-¥Qq 



dp = .^±^dz 

d^^I±3Ldz 

stattfinden, so dass, wenn p und q für den Strahl ds gegeben 
sind, daraus a und b und da und db folgen, wodurch der Strahl 
ds^ ebenfalls bestimmt ist. Für irgend eine andere Kurven- 
schaar auf der Integraloberfläche haben wir erstens die Glei- 
chungen: 

pd^X'^qd^y ^s d^z 

Pdj>'^Qd^q'hXd^X'^Ydj/-hZd^z = 0. 
Dazu können wir noch zwei Gleichungen : 

d^p CSS Id^z 
d^q ax X^d^z 



an&eliinen, und Kwar die «ine ganz oitch Belieben , weil eioie 
Projection der Kurvenschaar willkürlich ist/ Damit die Kur*- 
venschaar auf einer Integraloberfläche liegen könne , wird die 
andere nicht ganz willkürlich sein, sondern es wird eioje ße^ 
dingungsglaichung zwischen den X stattfinden* Um diese zu 
erhalten, eliminirßn wir au/s den Gleichungen (§. 60) : 

dy SB bdss d^y =* f)d^a dy -hd^y =» c^y 
dp sas cdx djp »B v)d^% dz ^d^z s d^» 

dp -hd^p ^ dj^f , 

von denen die erste Columne den Integralcharaktertstjken, die 
zweite der in Rede stehenden Eurvenschaar, die dritte den 
Diagonalkurven beider angehören mag, die Differentiale mit 
den Zeichen d und d^. Dies giebt ausser der Gleichung: 

d^z = pd^x + qdj^ 
die folgende : 

Da also 

cv—bw ^__ aw^cu 

ist, so ist die gesuchte Bedingungsgleichung : 

d / cv^bu\ d / ou;~cti \ 

dy\av^bu J dx \av^bu J 

Femer folgt noch aus diesen beiden Relationen identisch : 

or-*-65sssc 

so dass, setzt man : 



de 

dx 


+ 


de 
57^ 


^ de 




+ 


ST? 





und bestimmt © aus der Gleichung or-4-6s=sc, die Gleichung 
ur-hvs=w eine Bestimmung für die Grössen w, v, w liefert, 
welche sonst nur noch die Gleichung puH^qv^ssi zu erfüllen 
haben, daher, wie schon hervorgehoben, eine von ihnen ganz 
willkürlich bleibt. 

Indem ich nun die allgemeinen Betrachtungen über die 
Gleichung F=0 und deren Integraloberflächen schliesse, be- 

P. DO Bois-Bbymond, Beiträge. 4 4 
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merke ich , dass ich von der mitgetheilteü Interpretation An- 
wendung machen werde bei Behandlung der Gleichung : 

wo sie sich von Nutzen erweisen wird. Die Eigenthtlmlichkeit 
dieser Gleichung, welche ihre Behandlung erleichtert, ist, dass 
ihr Facettekegel eine Ebene ist und zwar die Tangentialebene 
an die Oberflache: ip (x^ y, z) » constans. 

Es folgt hier noch als Anhang ein Beitrag zur Theorie der 
LEGSNDRE^schen Subi^titution , in welchem ich sie unter einem 
allgemeineren Gesichtspunkt, wie bisher geschehen, zu be- 
handeln glaube. 






Bei^ag zw a^»ieiiim f heerie der LECfEHDRE'sehen 

Substitution« 

§. 75. 
Beispiel zur Substitution. 

Sie besteht darin , dass statt der Yariabeln Xy y^ s drei 
neue |, fjy ^ eingeführt werden, die mit den alten in folgender 
Beziehung stehen : 

t—ocp-hyq—ü 
Hieraus folgt : 

wenn man sich ^ als Funktion von ^ und ij denkt. 

Um ein Beispiel davon zu geben, wie diese Substitution 
zur Integration gewisser Difierentialgleichui^gen benutzt wer- 
den kann, betrachten wir die Differentialgleichung, deren 
Integralobefflächen horizontale Facettelinien haben (§. 62, Be- 
merkung) nämlich : 

ajp + y? = 9)(5J, p, q). 

Diese geht durch die LBGENDUE'sche Substitution Über in : 

f^ -Mjx = 9 (^— l/r—i^x, §,rj) 
also, nach ^TCH'fjyc aufgelöst, in eine Gleichung von der Form : 

deren Integration von derjenigen der gewöhnlichen Differen- 
tialgleichungen : 

44* 
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abhängt. Man hat folglich die Differentialgleichung : 

aufzulösen, in der a eine Constante bedeutet. Ihr Integral sei 
Dann ist : 

« (I, ?. f ) - » (f ) 

das Integt*al der Gleiclkung ^«vH^)^«^, und omiii h«4 %\xv Be- 
stimmung von p und q die Gleichungen : 

ccp'hyq = q>{z,p, q) 

X (p, xp-^yq^z^ f) "= ^ (7)* 

Die Werthe von p und q, welche aus diesen beiden Gleichungen 
folgen, müsseti die Integnabilittttälyedingung erfUüeü, und man 
kann daher das Integral der Gleichung a^-4-^9^^ 
nicht durch Differentiation und Elimination aus 
demjenigen der Gleichung ^7t-hr]X=stp ableiten, 
sondern es bedarf noch, hat man einmal die zusammengehöri- 
gen Werthe von p und q gebunden , der Auflösung einer Diffe- 
rentialgleichung. Dass die beiden letzten Gleichungen die Be- 
dingung der Integrabilitat erlbllen, iiät leicht zu zeigen. Diffe- 
renzirt man beide nach x und nach y, so erhält man : 

wo ich d«r Kurse halber siaU fi, ccp^'j/q*-^», ^ geschrieben 

habe : f , ^, a. Aus .difeÄen •Gteiehungöö Y xifed t eliminirt, und 
die so gewonnfenen W?ertbe von ^ verg>li<^n, folgt; 

eine Gleichung, die wegen der Differentialgleichung : 
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identisch stattfindet. 

Zum gegenwärtigen Beispiel ist zu bemerken, dass die In- 
tegration sich leichter ausfuhren lässt, wie folgt: Man erin- 
nere sich, dass die Gleichungen F{p, q, xp-hyq-^z) =0 und 
F ipj q) =iO beide den Abwickelbaren angehören^ dass mithin 

die Gleichung x (py ccp-^yq—Zy — ) = ^(~) ^W Gleichung 

von Abwickalbaran i^t* Nimmt man nun neben der Gleiehung : 
xp-hyq =» g> {z, Pt q] uooh eine andere (p, g) = an , und 
fragt, welche Form@habeD müsse, damit die aus beiden Glei- 
chungen sich ergebenden Werthe \onp und q die Integrabi- 
litätsbedingung erfüllen, $o ergiebt sich : 

&=q^apssO, 
wo a eine Constante. Durch die iDtegri^tion der Gleichung 
dzsspdxH^qdy erhält man noch eine Constante ß, so dass man 
auf diese Weise direkt zum vollständigen Iptegral der Glei- 
chung xp-hyq^g> gelangt. 

§. 76. 
Gesohiolitliolie Bemerkungen 8ur IiE0BHD|tS'aoh6n ^ubsükitlon. 

Die erste Spur dieser Substitutionsform finde ich in 
einer Abhandlung aus dem Jahre 1774 von Lagrangb*), wo der 
Verfasser durch eigenthüroliche Raisonnements Differential- 
gleichungen, die dureh die LiGiivDU'^AiiPftBS'sßben Substitu- 
tionen direkt iptegrabel sind, auflösen lehrt. Die Substitution 
wurde zuerst 4787 vou Legendrb als solche bekannt gemacht 
(S. 49 Anm.). Monge schenkte dieser analytischen Form eben- 
falls Aufmerksamkeit. In dem Yerzeichniss seiner Abhandlungen 
findet sich eine**) aufgeführt, welche der geometrischen Be- 

*) M^moirß sur leg Int^grolf^i partiouUirßß äfs ^quatioru differentielle^ 
(M^m. ie Berlin 4 774), Dies ist eine 4er tiefsfcinigsten und zugleich gra- 
ciösesten Abhandlungen, welche je geschrieben worden. Auf anmuthigen, 
nicht auf dornenvoUeft Pfaden führt sie dan Leser zuf EtktnntJnm der 
überraschendsten WAtirheiten. 

**) Mimoire sur Ifs Surfaoes räeiproques. Monge definirt diese Ober- 
flächen im Titel der Abhandlung : Es seien x, y, % die Coordinaten eines 
Punktes einer gegebenen Oberfläche , so ist deren Reciproke der Ort der 
Punkte £/ i;, ^, die mit den x^ y, % durch die OieichusgeB: ^aep, fi^q, 
C^xp-k-yq—z verbunden sind. 
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■ 

deutung der fraglichen Substitution gewidmet ist. Nach Ghas- 
LES*) würde diese Abhandlung Mongb's zu den Memoiren des 
Instituts vom Jahre 1808 gehören, wäre aber nicht im Druck 
erschienen. In der c. Note , welche Ghasles der Theorie der 
reciproken Oberflächen widmet, drückt er sein Bedauern darü- 
ber aus, dass die MoNGE^sche Abhandlung nicht bekannt ge- 
worden ist. Ich kann dem nur beipflichten, da in der That der 
Zusammenhang des Integrals der ursprünglichen und der trans- 
formirten Differentialgleichung im Falle der verallgemeinerten 
Substitution ein complicirter ist, und hier eine gute geome- 
trische Theorie sehr nützlich sein v^rde. 

Ghasles fügt übrigens selbst allgemeinere Formen der 
LEGEifDRE'schen Substitution seiner c. Note bei, die folgende 
z. B. : 

^ Dt (px-k-qy-z) + D.-D.j-Dp ' 

Die Werthe von ij und ^ folgen aus dem vorstehenden von ^, 
wenn man statt A^ A^^ A^^ A^ respective J5, B^^ Ä^, B^ und 
C, Ci/Gg, Cg schreibt. Aus den Werthen von |, iy, ^ erhält 
man dann leicht, wie weiter imten gezeigt werden wird, die- 

jßnigen von -^ = ^ , -j^ =x. . 



§.77. 
Eigenthämliehkeit der LBOSimBE'sclien Substitatlon. 

Wir nehmen an, die drei Variabein |, i;, ^ seien mit den 
Variabein o?, y, z verbunden durch Gleichungen von der Form : 

• 1=9 (a?, y, Ä, p, q) 

r?=g>i(a?, y, Ä, p, q) 

Es ist dabei z als Fimktion von x und y gedacht, aber als eine 
durchaus unbestimmte ; und ebenso sehen wir ^ als eine Funk- 
tion von ^ und rj an und wollen die Ausdrücke für die Differen- 

tialquotienten dieser Funktion : -g|-=7rund -j-"=>t aufsuchen. 



*) Chasles, Geschichte der Geometrie, übers, von Sohnke. S. 405, 
Note XXX. 
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Der Kürze halber bezeichnen wir den Differentialquotien- 
ten einer Funktion g>^ nach irgend einer Variabein i mit /^, und 
ausserdem setzen wir : 

Unter Benutzung dieser Bezeichnungen erhält man durch Diffe- 
rentiation der Gleichubgen |=5P, ^=g(>i, 5=^2 ^^ach ^ und tj 
folgende Gleichungen : 

4 = (X'+iV+ Qs)^ + {r +P« + Qt)^ 

0=.{X'+Pr+Qs)^ + {r+Ps + Qt}^ 

i = {X,'+P,r+Q,s) -^ + iY,'+P,s+Q,t) ^ 

^= (X^' +P,r+Q,s) If + (Y,'+P,s+Q,t] ^ 

x= {X^'+P,r+Q,s}^ + (Y^'+P^r+Q^t) ^ 

und durch Elimination von -g^, -j^, -j|-, -j^ folgen zwei Glei- 
chungen von der Form : 

X (a\) — (oftg) = 
wo allgemein : 

i^bj = (x*« rj+r (p„ r j + s [(r« pj + (q„ r j] + 

Hier hat die eckige Klammer die gewöhnliche Bedeutung , die 
runde dagegen bedeutet wie bisher eine zweigliedrige Deter- 
minante, deren zweites Glied leicht zu ergänzen imd daher der 
Raumerspamiss wegen nictit hingeschrieben ist. Es werden 
also 7t und x Ausdrücke sein von der Form : 

y-^y^r-hy^s-hy^t^y^ [rts^] 

in denen man die Werthe der a, /?, y leicht aus dem allgemei- 
nen Ausdruck für (a,j 6^) folgern kann. 

Die Eigenthümlichkeit der Substitution von Legeftdrs und 
der ihr ähnlichen von Ahr&rb und Chaslbs ist, dass die Werthe 
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Von n und % die Grössen r, 5, ^ nicht enthalten, wiewoh) p und 
^ in die Ausdrücke für ^^ 1;, ^ eingehen. Bei diesen Substitu- 
tionen hat man also : 

^=5P {(», y, Ä, p, 4) 

iy = g), (it?, j^, Ä, p, g) 

^fet^ (x, y, Ä, p, q) 

yc=^tp,{x,y, %,p, q) 
Aber die Funktionen q> und t// müssen so beschaffen sein, dass 
man aus den eben verzeichneten fünf Gleichungen Xy y, js, p, q 
nicht eliminiren kann. Denn sonst würde die Abhängigkeit des 
^ von ^ und rj nicht eine beliebige sein können , man würde 
nicht neben den vorstehenden Substitutionen noch irgend eine 
Gleichung zwischen a?, y, j», p, ^, mithin zwischen ^, iy, ^, tt, x 
annehmen dürfen. 



§.78. 

Allgemeine Form der IiSGiKBEE'sehen und A]EF]feS£'8ehen 

BubBtitution. 

Bezeichnet man die Operationen, welche irgend eine Funk- 
tion f (o?, y, ä) in y- + p y- und -J- -*- g -g^ verwandeln, mit 

D^ und Dy , und setzt ausserdem : 

J ^z-^xp'—yq 

J^=z—yq, 
sojst 

Wird nun^zunächst angenomnlen : 

wo die qfs übrigens beliebige Funktionen bezeichnen , so hat 
man: 

Mithin reduciren sich die Werthe von 7t und x, wie folgt : 
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Ttss 


y* ' u 


Dies 


giebt 


ausgerechnet : 






- — 







x= 



(^ir)*-(SfS)-H5FsS) 

vsp" ¥">/ "^ ^ Ist 53-; "" y w bjj' 

Die eben aufgestellten Werthe von ^, iy, ^, tv, x geben die all- 
gemeinste Form der LECENDRE^schen Substitution. 

Die von Ahp&re mitgetheilten Substitutionen sind folgende : 

I II 

Verallgemeinern wir Substitution 1, indem wir setzen : 

wo die go's wieder beliebige Funktionen vorstellen , so sehen 
wir, dass, diese Werthe von |, i]^ f zu Grunde gelegt, in den 
Ausdrücken für 7t und x alle Coefficienten a, /?, y mit Aus- 
nahme derer mit dem Index \ verschwinden. Es ist nämlich : 

Wegen Q^isO verschwinden die Go^fficienten mit dem Index 4 
und der Theil {Q^ Y^ der Coäfficienten von « ; und wegea 
X'^ssO folgt dann: 

oder ausgerechnet : 

V ST srJ "• ^ IsTpJ "" y Vs To:; 

/dy öyA /dy dyA __ ,^ /äy öyA 

VST srJ " ' wo:; * vst o:;- 



X=5 



N 
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Es ist überflüssig, die Formeln für die AMPtRE^sche Sub- 
stitution n hinzuschreiben , da sie sieb aus denen für die Sub- 
stitution I durch Vertauschung von p mit a?, y mit q ergeben. 



§. 79. 
Bedingung dafür, daas n und x von r, t^. ^ nxiabhängig seien. 

Um zu untersuchen, welches die allgemeinste Bedingung 
sei, der die Funktionen |, ly, ^ von o:, y, ä, p, q zu genügen 
• haben, damit n und x von r, s, t frei seien, wird man folgen- 
den Weg einschlagen müssen. 

Rein algebraisch werden zunächst n und x von r, ä, l un- 
abhängig durch das Verschwinden aller Determi;ianten von der 
Form: 

Schreibt man für diese Determinanten, die sich auf acht redu- 
ciren lassen, die expliciten Ausdrücke hin, so sieht man, dass 
sie alle verschwinden, wenn 



p [x; F,') - ?, {X' y;) + p, (^ y/) = o 



oder : 



») = " In 



r (p. Q,) - x/ (PO,) + j; (PQ.) = 01. 

g=o r 



gesetzt wird. 

Dies sind Bedingüngsgleichungen allgemeiner Natur für die 
LEGENDRE'sche Substitutiou , die eine interessante Transforma^ 
tion zulassen, welche ich noch mittheilen will. Sieht man näm- 
lieh die Variabele ^ z. B. nicht als Funktion von x, y, 5j, p, g, 
sondern, was erlaubt ist, als eine Funktion y^ von x, y, z, f, rj 
an, und setzt : 



X 



dx ^ 5i~ « 



ST'^'S 



j» » 



so folgt : 
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Xj' =X^"-t-SX'+HX^ 

rj'=y,"-t-£'F'+Hr, 

Pj = SP -hHP, 

0,= SQ+HQ,. 

Hieraus ergiebt jsich zunächst : 

Geht man mit den vorstehenden Werthen von Xj', Fj', P^, Q^ 
in die Differentialgleichungen II hinein, so liefert die Reductioa 
die Gleichungen: 

p(x/r2")-p,(x'F,") = o 

Q{X,%') - Q, (X r,") = 0, 
aus denen folgt : 

{PQ,) (x/ r,") = 

(PO,)(X V) = o. 

Nimmt man an, (PQi) sei nicht gleich Null, so folgt aus 
{X," Fj") = 0, (X y^") = : 

(x'r;)x,"=o 
(Xr/)r;' = o. 

Ftihrt man femer obige Werthe von Xj', X/, Pj, Qj in die Glei- 
chungen n' ein, so erhält man sofort: 

(PQ,) X," = 

Unter der Annahme, {PQi) sei nicht gleich Null, verschwinden 
also X^' und Yj'» ^^^ ^^i** findet als Resultat dieser Trans- 
formation : 

Aus den Gleichungen X," = 0, F," = erhalt man tlbrigens die 
Differentialgleichungen 11 ' sehr leicht zurück. 
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§. 80. 

Wie maji diese Substitution benuteen kann, um leicht auflösbare 

Differentlalgleiohungen au erhalten. 

Es seien Gleichungen von der Form : 

F(7r)«0; FK x)«0 

F (tt, Xy ? oder rj oder C) = 

P[7t, X, ^, 1/) =0; F(/r, x, ^, |oderiy) =0 

vorgelegt, so erhält man das Integral der beiden ersten alge- 
braisch aus den DifferentialgleichuDgen, das der dritten durch 
Quadratur, das der vierten und fünften durch Auflösung eines 
Systems von zwei, das der sechsten durch Auflösung eines 
Systems von drei gewöhnlichen Diflerentialgleichungen. 
Es sei nun beispielsweise 

/•(?,«?, ö=o 

das Integral der Gleichung F (tt, x) = 0, so werden auch die 
Gleichungen : 

f {% 9v 9%) = Ö 

\[PQ,) ' (PQ.)) 
solche Werthe von jo und q liefern, welche der Bedingung der 
Integrabilität genügen. Die zusammengehörigen Werthe von p 
und q erhält man so ganz leicht, während sie aus der Differen- 
tialgleichung F = direkt nur durch Auflösung eines Systems 
von drei gewöhnlichen Differentialgleichungen zu ermitteln 
wären. 

So kann man denn Differentialgleichungep aufstellen , bei 
denen die Auffindung der zusammengehörigen Werthe von p, q 
algebraisch möglich ist, oder von Quadraturen, oder von der 
Auflösung von mehr oder weniger gewöhnlichen Differential- 
gleichungen abhängt, jenachdem man von einer der eingangs 
dieses §. zusammengestellten Formen ausgeht. 

Bildet man femer die Ausdrücke von 

in x^ y, Ä, jö, g, r, 5, f ; nimmt irgend eine intcjgrabele Diffe- 
rentialgleichung F (^, rj^ ^, TT, X, ß, a, i^) = mit ihrem Inte- 
gral f (^, iy, Q = an , so erhält man durch Einsetzen in beide 
Gleichungen der Variabeln Xj y, ;?, jp, g, r, 5, t eine andere 



/ 
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partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung mit ihrem Inte- 
gral, wenn man zur Elimination von p und q noch die Glei- 
chungen -vj -I- 7t -Jg = 0, -J- -f- X -X 5= benutzt. 

Integrabele partielle Differentialgleichungen zweiter Ord- 
nung kann man übrigens zusammensetzen, wenn man den 
Funktionen g>, g>^j g>^ ganz beliebige Formen giebt, wobei dann 
7t und X von r, s, t abhängen. Bildet man eine Gleichung 
F (I, rjj ^, TT, x) =0, so erhält man durch Integration dieser 
Gleichung ein erstes Integral mit einer willkürlichen Funktion 
derjenigen Differentialgleichung, welche durch Einsetzen der 
Variabein x, y, ä, p, q, r, 5, t in die Gleichung F = folgt. 
Diese Integration ist insofern von Interesse, als die so erhaltene 
partielle zweiter Ordnung ni<;ht mit Hülfe der MoNGB-ÄMPfiRB'' 
scfcen Methode wird aufgelöst werden können, sobatd die Dif- 
ferentialgleichung F (^, f], ^, 7t^ x) SS nicht IhmeUkr ist. Man 
erhält also ein erstes Integral , aus zwei Gleichuiigen beste- 
hend, von einer Form, die ihm Lagrange in der §. 76 citirten 
Abhandlung aus theoretischen Gründen vermuthete. 



f 8«. 

Bemerkung über die SbeoiprocitSt der In Sede «tebenden 

SubBtltiation. 

Diese besteht darin, dass die Gleichungen ^=0), etc. 
nach X, y, js, p, q aufgelöst, Gleichungen von der Form : 

x^=X (?j Vi ^) ^1 ^)> ®^^' liefern, aus deren drei ersten für p 
und q Werthe folgen , welche den nämlichen Funktionalaus- 
druck haben, wie die aus den Funktionen g>, g>^, q)^ gefolger- 
ten Werthe von 7t und x. Allgemein müssen die Funktionen 
07, y, z von ^, iy, ^, tt, x den Differentialgleichungen n genü- 
gen, wenn die Funktionen f, tj^ ^ von a;, y, j?, p, q es itiun. 

Die vollkommene Reciprocität, welche man der Lsgendrb^ 
sehen und der Chasles' sehen Substitution eftheilen kann (siehe 
die §. 76 citirte Note von Chasles) , besteht darin, dass die 
Funktionen % ^^ den Funktionen tp identisch werden, und be- 
schränkt natürlich die Form, welche den letzteren gegeben 
werden kann, in hohem Grade. 



Fünfter Abscbnitt 

üeber die Orenzbedingongen bei den partiellen 

Di£ferentialgleichiingen mit drei Variabeln» und das 

Gebiet, innerhalb dessen ihre Integrale durch die 

willkürlichen Funktionen bestimmt sind. 



Zur Ergänzung der Betrachtungen des zweiten Abschnitts 
wird hier der im Titel bezeichnete Gegenstand in allgemeiner 
Weise der Erörterung unterzogen werden. Um diese erste 
Mittheilung meiner Untersuchungen, die schon zu lang ist, 
nicht über Gebühr auszudehnen, werde ich bei dieser Be- 
trachtung möglichst summarisch verfahren, mir die genauere 
Untersuchung für die Behandlung besonderer Differentialglei- 
chungen vorbehaltend. 

Ich werde in diesem Abschnitte zunächst die Grenzbedin- 
gungen klassificiren , um die Untersuchung einschränken zu 
können. Dann werde ich auf Grund der Potenzentwickelung 
des Integrals gewisse Grenzbedingungen als ungenügend kenn- 
zeichnen. Und schliesslich wende ich mich der Frage zu, wie 
weit durch ein endlich langes Stück genügend bestimmter 
Grenze die Integraloberfläche der partiellen Differentialglei- 
chungen bestimmt werde , mit andern Worten : wenn die Fe- 
grenzung der Integraloberfläche nicht vollständig gegeben ist, 
aber in dem gegebenen Theil die erfofderlichen Bedingungen 
erfüllt sind, um einen endlichen Theil der Integraloberfläche 
zu bestimmen, welcher Art die »spontanen Grenzen« seien. 
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d. i. die Gremen die sich in Folge der Natur der partiellen 
)>ifierentidlgleicbungea von s^elbst herstellen. In den §§.47, 
48, 49 ist das Material zu dieser Untersuchung bereits in Be- 
sag auf eine besondere Gattung von Differentialgleichungen ge- 
liefert worden. 

XIV. lieber die Grenibedingungen im Allgemeinen. 

§.82. 

Das IntegnX einer partiellen Bifferentialgleiohung ist bestimmt» 
wenn es nocli einer andern solclien zu genügen hat. 

Wenn eine Funktion einer partiellen Differentialgleichung 
genügen soll, so ist sie dadurch nicht völlig bestimmt, sondern 
es müssen zu ihrer Bestimmung noch andere Bedingungen ge- 
geben sein, mit denen wir uns nun beschäftigen wollen. 

Von der partiellen Differentialgleichung wird, hier wie 
früher, angenommen, dass sie eine Funktion a von zwei Argu- 
menten o) und y definirt. Alle drei . Yariabeln sind reell und 
können denmafeh ohne Weiteres durch räumliche Goordinaten 
dargestellt werden. 

Die Differentialgleichung zwischen o?, y, z und den Diffe- 
rentialquotienten irgend einer Ordnung von z wird durchge- 
hend mit F=sO bezeichnet werden. Ausserdem bezeichnen 
wir mit / den Differen&ialquotienten der Funktion F nach einer 

Yariabelen i: so dass X^y- etc. sei. Wir bezeichnen femer 

mit X' und Y* die nach x und y genommenen Differentialquo- 
tienten von P, wenn bei der Differentiation die höchsten in F 
vorkommenden Differentialquotienten wie Constanten behan- 
delt sind. Enthält F nur x, y, js, p, q, so ist demnach : 

X'=X-hpZ, r^Y-hqZ. 
Enthält F ausserdem noch r, Sy t, so ist : 

X'^X'hpZ'hrP'^sQ, r^Y-^qZ^sP-^tQ 

u. s. f. •» 

Die Bedingungen , welchen neben der gegebenen Differen- 
tialgleichung die Funktion z zu genügen hat, können nun für 
das ganze Gebiet der x und y Werthe , in dem die Funktion z 
SU bestimmen ist, gegeben sein, oder nur für eine oder meh- 
rere Folgen von Punkten, d. i. Linien in diesem Gebiete. Die 
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erste Klasse von Bedingungen wollen wir mit unten stehender 
Bemerkung sofort von der Betrachtung ausschliessen, denn sie 
kommt nur darauf hinaus, dass die Funktion % zwei partiellen 
Differentialgleichungen statt einer zu genttgen hat. Ml^glich ist 
dies stets, denn die zweite Differentialgleichung braucht in 
diesem Falle nur eine andere Relation zwischen der Integral- 
gleichung und den aus der Integralgleichuog dureh Piffercn- 
tiation abgeleiteten Gleichungen zu sein, als die gegebene Dif- 
ferentialgleichung. Zwischen den beiden Differentialgleichun- 
gen, die eine gemeinsaine Lüsung h^ben, existiren 6eziehnn'-- 
gen allgemeiner Natur, deren hier emige verzeichnet «ind, unter 
der Annahme , dass beide DiffereutialgJ«ichungea v^on dersel- 
ben Ordnung seien. 

I. Es seien 

F=r« und Fji^O 

zv(<ei Differentialgleichungen nier Ordnung« Bildet man alle 
AbleRungen von FsbO, F^^z^ bis zur mten Ordnaag, sn er- 
halt mm ausser FsO, F^ssO im Ganzen m (ni-f-3) Gleiehim- 
gen. In diesen kommen ausser den in Fn^, F|»0 enüialte-^ 

nen nten Differentialquptienten y (^ h n j neue (bis zur 

mten Ordnung) vor. Eliminirt man die letzteren , so mögen i 
Gleichungen folgen. Es ist also : 

nj^l. 

Für die successiven Werthe von n bat man nun die kleinsten 
Werthe von / und die zugehörigen von m zu suchen. 

Farn«s4 isftimssll, las{ 



■ 

Man erhält demnach nur für die beiden ersten idrdnungen eine 
Eliminationsgleichung. SindF=0, F|=0 erster Ordnung, so 
ist es die bekannte iineSre Differentialgleichung (§.45) zwischen 
den Funktionen F und F^ von x, y, ä, p, g. Sind fssQ und 
F^=sO zweiter Ordnung, so ist die Differentialgleichtiiig zwi- 
schen beiden zweiter Ordnung. Siad endlich iFnO, F^s»^ 
dritter oder hi&erer Ordnung, so ist die kleinste Zahl der 
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EfiminationsgleichÜDgen n— 4, wenn n die Ordnung von PsssOj 
F^sO bezeichnet. Es müssen alsdann die Funktionen Fund F^ 
gleichzeitig n— 4 Gleichungen erfüllen. Nimmt man eine, z. B. 
F als beliebig und gegeben an, so ist F^ eine gleichzeitige Lö- 
sung von den n—i Eliminationsgleichungen. 

II. Fragt man, wie zwei Gleichungen zweiter Ordnung 
FäO, Fi=0 beschaffen sein müssen, damit man nach ein- 
maliger Differentiation beider Gleichungen nach x und nach y 
die vier dritten Differentialquotienten von z eliminiren könne, 
so findet man, dass alsdann F und F^ die Gleichungen : 

(fis.)(sr,)-(firj»=o 
(x%) {ST,) + (rrj {RT,} = 

erfüllen müssen. 

III. Es verdient noch bemerkt zu werden, dass, wenn 
zwei partielle Differentialgleichungen F==0, Fj=0 eine ge- 
meinsohaftliebe Lösung haben, diese häufig durch Auflösung 
gewöhnlicher Differentialgleichungen zu finden ist. 

Sind die beiden Differentialgleichungen F=sO, F^=0 erster 
Ordnung, so liegt dies auf der Hand. Sind sie zweiter Ord- 
nung, so substituirt man in : 

drssadx-hidy 

dsssidx-hcdy 

dt^cdx-htdy 
aus den Gleichungen : 

Ra-hSh-hTc -hX' =0 

Äfc -i-Sc -i-rb H-r =0 

die Werthe von a, 6, c, b in x, y, js, p, g, r, s, ^, und hat zwi- 
schen diesen Grössen ausserdem noch die Differentialglei- 
chungen : 

dz^pdX'hqdy 

dpssrdx-hsdy 

dqs:^sdx-htdy . 
Da diese totalen Differentialgleichungen einer beliebigen Kurve 
auf der Integraloberfläche entsprechen , so ist hier die Methode 
des §. 4 anwendbar, und man hat für y und dy z, B, ax und 
adx einzuführen, wodurch die Zahl der Differentiale sich auf 
die richtige reducirt. Die sich ergebenden sechs gewöhnlichen 

P. OD Boii-Bbtmomo, Beitrttge. 4 S 
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Diffefentialgleichungen haben dann secbB bilegrate von der 
Form: 

Wir ertheilen ihnen zunHchst die Form : 

V («> <^> ^0) Poj 9d> ^o> *o> « V^ (ö) Ö5» «) Pi 9i n f ^) > 
wo die Variabeln mit dem Index sich auf den Punkt 0$= 0, 

V sss beziehen. Für a setzen wir darauf — zurück Und eli- 

miniren aus den sechs Integralen die Grössen p, g, r, s, ^ Die 
Resultirende ist die gemeinschafth'che Lösung der Gleichungen 

§. 83. 
Ein und mehrläufige Qrenzbedingungen. Definition und 

Vorbemerkungen. 

Damit sind gemeint neben der Differentialgleichung be- 
stehende und zur Bestimmung ihres Integrals erforderliche und 
ausreichende Relationen awischen x^ y, z und den }Mirliellen 
Differentialquotienten von js, welche nur gelteki längs einer 
Kurve (einläufige Grenzbedingun^enj oder län^ zwei oder 
mehreren Kurven (zwei- oder mehrläufige Grenzbedingun- 
gen). Die Differentialgleichungen erster Ordnung lassen nur 
einläufige Grenzbedingungen zu (§. 85). Die Differentialglei- 
chungen zweiter Ordnung lassen ein- und zwöifiiilfig», unul, 
wie man aus physikalischen Theorien sdiliessen kann, auch 
mehrläufige Grenzbedingung^n zuv Was die einläufigen Grenz- 
bedingungen betrifft, so können sie zwar auch verschiedene 
Gestalten annehmen. Von grösster Mannigfaltigkeit aber sind 
die mehrläufigen Grenzbedingungen. Ich bemerisLC gleich, dass 
die allgemeine Theorie der letzteren noch in der Wiege ist. 
Wir wissen darüber wenig mehr, als was uns die Bidiaad- 
lung einzelner physikalischer Probleme gelehrt hat. Wie 
§. 56 angegeben wurde ^ gehört die Bedingung, dass die In- 
tegraloberfläche durch eine geschlossene Kurve ohne Stetig- 
keitsunterbrechung göhen solle, zu d^ zweitäufig^ Grenzbe- 
dingungen. Dies lehrt schon die Ueberlegung. Aber man kann 
sich auch durch Beispieie davon überzeugen. Genau derselbe 

*) Dieselbe Betrachtung führt auf die gemeinschaftliche Lösung von 
FsOi FftsO, sobald nur eine dieser Gleichungen zweiter Ordnung ist. 
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Cakttl, 'd-ttrch welchen man ein allgemeines Integral einer Oif^ 
ferentialgleiohung zweiter Ordnung so besUmmt, dass die in- 
tegraloberfläche durch zwei Kurven geht, dient dazu, um die 
Oberfläche durch eine geschlossene oder durch eine in geeig- 
nete!! W0i$e in sidi zurttdüaulende KurvQ (2. B. eine Spirale) zu 
legen, und man sieht dann, dfuss die Inlegraloberfläche voll- 
kommen bestimmt ist. Um noch ein Beispiel von mehrläufigen 
Grenzbedingungen anzuführen, erinnere ich an die DifFerential- 
gleltAiUng der Gapiliarität. Ich habe in meiner IWssertation *) 
die sich aus der Theorie ergebenden Grenzbedingungen mög- 
liehst vollständig zusammengestellt. Gerade hierin scheint mir 
das mathematische Interesse der Capillaritätstheorie zu lie- 
gen, dass sie uns mit so mannigfaltigen zweiläufigen Grenzbe- 
dingungen bekannt macht. So ist z. B. die Integraloberfläche 
bis auf eine Constante dadurch bestimmt, dass sie durch zwei 
gegebene nicht geschlossene, oder eine geschlossene Oberfläche 
mit gegebener constanter Neigung hindurchgehen soll ; femer 
dadurch, dass mehrere Integratoberflächen sich in einer Kurve 
unter gegebenen Winkel treffen , und daneben eine gegebene 
Oberfläche unter gegebenen Winkel treffen u. s. f. In dieser 
Theorie erhält man die partielle Differentialgleichung und die 
zur Bestimmung ihres Integrals ausreichenden Grenzbedin- 
gungen durch Variation einer Summe von Doppelintegralen. Es 
ist vielleicht überhaupt das erfolgreichste Mittel, um die mehrläu- 
figen Greazbedingungen zu studieren**), Summen verschiede- 
ner Doppelintegrale zwischen verschiedenen Grenzen der Va- 
riation zu unterwerfen^ Ehie neue Art Grenzbedingungen 
tritt hierbei auf, die darin besteht, dass die Integralober- 
flächen zweier verschiedener Differentialgleichungen in der 
Durchschnittslinie eine simultane Bedingung zu erfüllen haben. 
'Die mehrläiufigen Grenzbedingungen sind aber einerseits zu der 
Construction von Integraloberflächen , welche wir zum Gegen- 
stand unserer bisherigen Betrachtungen gemacht haben, nicht 
geeignet, und dann habe ich Grund zu vermutben, dass, die 
Einführung einläufiger Grensbedingungen einmal allgemein er- 
möglicht, sich daraus die Mittel ergeben werden,' mit mehrläu- 



*) De aequiUbrio fluidorum. 

**) Weil man hierbei die Bürgschaft dafür hat , dass die Grenzbedin- 
gungen genügend sind, aber auch nichts Ueberflüssiges enthalten. 

48* 
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figen Grenzbedingungen erfolgreich zu operiren. Ich werde 
mich deshalb im Folgenden thunlicfast auf einläufige Grenzbe- 
dingungen beschränken. 



XV. Auflösung der partiellen Dtfferentialglelehungen 

durch Potenireihen. 

§.84. 

PotenBentwickelim^ des Integrals der Differexitialgleiohmigen 

erster Ordnung. 

Diese Reihenentwickelung soll uns dazu dienen, über die 
Form der Grenzbedingungen genauere Auskunft zu erhalten. 
Ebenso wie man die gesuchte Funktion y von x aus einer ge- 
wöhnlichen Differentialgleichung -Ä^ 9 {^y V) i^^ch dem Tay- 
lor^ sehen Satze in die Reihe : 

entwickelt erhalten kann, wo ^ und ij die laufenden Goordina- 
ten, X und y diejenigen eines festen Punktes einer Integralkurve 

der Gleichung ^ = 9> (^j y) bedeuten, und 

9i = 9> i^y y) 
dy d(/) 

etc. 
ist : ebenso kann man das Integral einer partiellen Differential- 
gleichung nach dem Taylor' sehen Satze in Reihenform darstel- 
len. Setzen wir |—£c=^a;, rj—yssjy^ ^ — z=^z, seist: 

JasspJx-hqJy-h y | rJx^ -h 2sJxJy + tJy^ | -i- etc. 

und die Aufgabe reducirt sich darauf, die Co^ficienten p, g, etc. 

durch bekannte Grössen an der Grenze auszudrücken. 

Es sei zunächst die Differentialgleichung erster Ordnung 

F=sO vorgelegt. Wir nehmen an, die Integraloberfläche solle 

durch die Kurve : 

xsssyj (a) 

gehen. Bezeichnen wir mit u und v die Neigungstangenten der 
Elemente dieser Kurve , so ist in ihr : 

pu-hqv^i . 



§. 84. XV. Auflös. d. part. Differentialgl. durch Potenzreihen. ISl 

Mit Htllfe der Gleichungen Fe=0, xssitp, y«Vi) pt/-i-gv=s1 kann 
man x, tf, p, q bestimmen. Es kommt also nur darauf an, die 
folgenden Coöfficienten zu ermitteln. Durch Differentiation von 
F«0 nnd pU'hqvsz\ folgt: 

ru^-hisuv-htv^-h tJ = 0, 
wo Ussp ^ j^qj- . Aus vorstehenden Gleichungen ergiebt 
sich als Glied zweiten Grades der Reihe für Jz : 

wo SR, "^P^Q— . Setzen wir : 



n ö*.-, 






so folgt, dass man zur Bestimmung der nten Differentialquo- 
tienten von z erstens n Gleichungen von der Form : 

und ausserdem die Gleichung: 



n— t n 



WO in F^" und tK**) nur die Diflferentialquotienten von der nten 

Ordnung excl. abwärts vorkommen. Hieraus folgt, dass die 

c c 
Reihe für Jz die Form Jz ^^^G.-^-^^ '^ — | 4- etc. annimmt. 

Wir ersehen nun, dass die Reihenentwickelung für Jz 
gänzlich unbrauchbar wird, wenn wir die Kurve xssip^ V^^V^x 
so wählen, dass der Term 9ij verschwindet, mit einem Worte, 
wenn wir dafür eine Charakteristik der Gleichung FssO neh- 
men. Der Sinn davon ist nach der Interpretation, welche wir 
von dieser Gleichung und ihrem Integrale gegeben, leicht zu 
verstehen. Wir wissen (§. 49) , dass zur Individualisirung der 
Integraloberfläche die Bedingung nicht genügt: sie müsse 
durch eine oder eine endliche Anzahl von Integralcharakteri- 
stiken gehen. Sondern durch eine Integralcharakteristik kann 
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man unendlich viele Inlegraloberftfichen legen, die «Ue, a«isser 
der Integralcharakteristik, in ihr noch die tangirende Abwickel- 
bare, sonst aber nichts, gemein haben. 

Die Gleichung 9?jss0 gehört übrigens nicht aUem den Inte^ 
gralcharakteristiken , sondern auch den Grenzcbarakteristiken 
an, und von letzteren wissen wir, dass sie die IntegraloberjQüche 
bestimmen, indem sie deren RUckkehrkante werden. Zwi- 
schen beiden Arten von Charakteristiken macht aber die Jlei- 
henentwickelung keinen Unterschied. 

Bemerkungen v^r difi allgemeinste Form cler Orenabedingungen 
der DilTereiitialgleii^iunge]^ emtef Oifdnung*). 

Da man zunächst x, y, p, q aus der Reihenentwickelung 

Jz = pJx -+• qJy 4- etc. 
zu eliminiren hat, so erfordert diea ausser der Gleichung F=sO, 
die für die ganse xy Ebene gilt, allgemein zu reden, noch drei 
Gleichungen von der Form : 

die dann offenbar nur längs einer Kurve gelten kömnen, da 
man die beiden Gleichungen der Kurve durch Elimination von 
p und q aus der Gleichung F=:0 und den Gleichungen L^^Q 
erhält. Die Punktionen L sind aber nicht vollkommen will- 
kürlich. Man findet die Bedingung, der sie unterliegen, wenn 
man aus den fünf Gleichungen : 

Xdx-hYdy-JhZdz'hPdp'hQdqssO 
pdx + qdy as dz 

die Differentiale eliminirt. Dies bedeutet, wie man leicht er- 
kennt, nur, dass ausser der Gleichung der Grenzkurve noch die 
Gleichung pdx'^qdyssdz gilt, und sonst keine weiter, so dass 
die allgemeinere Bedingung sich auf die des vorigen §. zurück- 
führen lässt. 



^) Ich komme hier auf dea §. 49 behandelten Gegenstand zurück, weil 
dort die gegenwärtig zur Sprache kommende Reduction der allgemeinen 
Bedingung nicht angegeben wurde. 
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Es lä$st $ieb nun aucb leicht einsehen, dass die Difleren- 
tialgleic]iuiige& ersler Ordnung keine zweilftufigen Grembedin- 
gungen s^utastsen. IXenn wenn für eine Kurve irgend zwei Glei- 
chungen X=0, L^ssO zwischen den Grössen ic, y, Zy i^^ q ger« 
geben sind, so liefern die Gleichungen: 

F«0, i:«0, li«0; dfattt, (iiL«=0, dl^asO, pdx-^qdy^^dz 

die Gleichungen der Greiizkurve mit einer willkürlichen Con- 
stauten behaftet; daher man von der Integraloberfläche nicht 
mehr fordern kann, dass sie längs einer andern Kurve einer 
wie immer beschaffenen willkürlichen Bedingung genüge. 

Gehören, beiläi^fig gesagt, die Gleichungen Z<=tO, Z^=sO 
einer Oberfläche an, d,h, liefern sie zusammengehörige Werthe 
von p und q, so folgt dur^h Ein^et^en dieser Werthe in die 
Gleichung FäO die (Jleiolvung der Kurve, in der die Ober- 
fläche Zr=0, L^ssO von einer Integraloberfläche (Jer Gleichung 
F=0 berührt wird, 

§.86. 

Fotensentwiokelung des Integrals der partiellen Differentlalglel- 
ehiiQg«ii «weiter Ordnung n4t einläuflgen Qrvovbedjiigungen. 

Um alle Coöfficienten der Reihe 
Jz^pJx-hqJy-^Y] TJx^-k-^sJxJy-k^tJy^ j -♦• etc. 

durch ihre Werthe in z längs einer Kurve auszudrücken, wenn 
man eine Relation F =» zwischen o?, y, ä, p, g, r, 5, t hat, 
welche durch das ganze Gebiet der ocy Werthe gilt , braucht 
man, scheint es, noch sechs Gleichungen zwischen denselben 
Grössen, allein die folgende Form der Grenzbedingung genügt 
nicht allein ebenfalls, sondern hat, wie man durch ein Rai- 
sonnement analog dem des vorigen §. erkennt, die nämliche 
Allgemeinheit wie jene sechs Gleichungen. 

Die Grenzkurve hat die Gleichungen x^\p[z)y y=syj^[z)j 
auch sei wieder : 

pu^qv^\^ 

wo u = -~, V = -pi . Ausser diesen Gleichungen ist noch 



dz ' dz 

eine : 



i (öp, y, ^, Pj 9) ^^ 
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erforderlich, und dann reichen dft ftinf Gleichungen FssO, 
XsO, x^xp, y^tp^, pu-hqvsBi zur Bestimmung aller Go^ffi- 
cienten der Reihe aus. Der Kürze halber nehmen wir statt der 
Gleichungen puH-^vasl, lasO folgende 

als gegebea an. Differenzirt folgen daraus Gleichungen von der 
Form : 

t/'a+2wvB+v*c=U2, uH-hiuvc-hvh^V^ 3) 

6 vC • > e vC • 

Mit den Gleichungen F=0, a? = i/;, ysstp^, 1) 2) kann man 
^j y? ^j P» 9i ^7 *j ^ eliminiren. Um a, b, C, b zu entfernen, 
bedarf es ausser der Gleichungen 3) noch der Gleichungen : 

ÄB+Sc+Jb+r=:0 

u. s. f. mit den Übrigen Co^fficienten. Bildet man die Werthe 
a, ij c, b und setzt sie in das Glied dritten Grades der Reihen- 
entwickelung ein, so erhält es den Nenner 

Ueberhaupt zeigt die Betrachtung der obigen Gleiehungea, 
dass die Reiheneutwickelung folgende Gestalt erhält : 

Jz^G.-^G^-h^^ 4-^ 4- etc. 

und die Entwickelung ist wieder unbrauchbar, wenn die Kurve 
cß^^, y^^'^x ^^ gewählt wird, dass der Term JRj verschwindet, 
d. h. wenn sie eine Contactcharakteristik ist. Es ist dies of- 
fenbar der analoge Fall von dem für die Differentialgleichungen 
erster Ordnung im §. 49 synthetisch entwickelten, und er be- 
deutet, dass die Integraloberfläche der Gleichung zweiter 
Ordnung nicht individualisirt wird durch die Bedingung, eine 
Contactcharakteristik mit gegebener Neigung zu passiren. 

§. 87. 

Form derBeihenentwiokelungfürDürerentialgleiohUB^n höherer 

Ordnungen« 

Die Differentialgleichungen höherer als zweiter Ordnung 
betreffend, bemerke ich gleich, dass die Betrachtung der §§. 84 
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und 86 voller Allgemeinheit fähig ist. Es sei F=0 z. B. dritter 
Ordnung. So hat man wegen a?=t^(jg), ysstp^{z) : 

wo w' == — , ü' sBs — . Nimmt man hierzu noch zwei Glei- 
chungen von der Form : 

^ (^, y, ^, Pi qi ry s,t)-0 
als gegeben an, so kann man mit diesen Grenzbedingungen 
wieder alle Coöfficienten der Reihe ^Jz = etc. bestimmen. 
Denn die drei Gleichungen : 

r=zU, s^V, t=^W, 

die man der Kürze halber statt der vorstehenden als gegeben 
annehmen kann, führen durch Differentiation auf die folgenden ; 

IS 

1 8 8 

t » 4 • 

Mit Hülfe dieser Gleichungen und der beiden ersten Ableitun- 
gen der Gleichung F=0 kann man nun die vierten Differential— 
quotienten aus der Reihe für ^z entfernen, und sie erhält die 
Form : 

^a=G,+G,+G,+ ^ + |f + etc., 

Ist die Differentialgleichung F=sO nter Ordnung, und setzt j 

man: 

ferner : 



".-'i-c-^ri, 



p= 

SO erhält Jz die Form : 

G 



Jz^G.^Go-h ... ^^^ + ^^ + etc. 
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So 12^9860 sicti die einlliußgea Gre80be4ingUDgen in die Bei- 
henentwickelung des Integrals der Gleichung FssO fUr eioe 
beliebige Ordnung einführen. 



XVI. lieber die Integraloberflftch^ der imrtiellen 

Differentialglelehungeii bei ihrem Durchgang 

durch die CharaiiterisUkeii« 

§.88. 
Darlegung der Üntersuohmigsmethode. 

Wir sahen eben bei der Reihenentwickelung von ja^ n^oh 
dem TAYLOR'schen Satx durchweg den Nenner 9?^ auftreten, 
der es nicht gestattet , zur Ausgangskurve eine Charakteristik 
zu nehmen. In Bezug auf diesen Punkt findet aber bei den 
Differentialgleichungen derselben und verschiedener Ordnung 
ein verschiedenes Verhalten s^|t, iniit d^sen Feststellung wir 



uns in diesem Gapitel beschäftigen wollen. 
Betrachten wir die Reihe : 

Jz =» pjx -+- qJy H- jetc. 
und die Differentialgleichung erster Ordnung F=0, so wissen 
wir, dass sie nicht genügt, um alle Goefficienten zu bestimmen, 
sondern es bleibt in dem Gliede jeder Ordnung ein Coöfficient 
unbestimmt. Was erforderlich ßei , um diesen zu bestimmen, 
wurde §. 84 gezeigt. Wählt man zur Grenzkurve eine Charak- 
teristik, so bestimmt diese iix ihrem ganzen Verlauf die ersten 
Differential quotienten von js, liefert aber ausnahmsweise keine 
Bestimmung der Coäfficienten von der zweiten Ordnung incl. 
an, weil wegen Pt? — Qw = die Grössen r, s^ t, etc. nur in der 

Verbindung r H- — 5, s-k-^t etc. vorkommen, also nicht ein- 

zeln bestimmt werden können. Daher ist in der That die Cha- 
rakteristik keine bestimmende Grenzkurve. 

Wir könnten fortfahren mit ähnlichen Raisonnements die 
Charakteristiken aller partiellen Differentialgleichungen in Be- 
zug auf die Differentialqnotienten der siß passirenden Integral- 
oberflächen zu untersuchen. Allein ich ziehe vor, den Gegen- 
stand von einem andern Gesichtspunkt aus zu betra^chteii, der 
bei grösserer Evidenx eine grössere Kürze der Parstelluug ge- 
stattet. 
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Wie wir alsbald sehen werden, kann man für die Charak- 
teristiken der partiellen Differentialgleichungen Schaaren von 
Differentialgleichungen aufstellen, in denen dann successiv alle 
partiellen Differentialquotienten von z und deren Differentiale 
im Sinne der Charakteristik vorkommen. Denkt man sich statt 

der Differentialquotienten z beliebige Variabein m-, w«---^» 

SO wäre die Schaar der Differentialgleichungen der Gharakteri^ 
stiken , wenn man sie bei irgend einer Ordnung der Differen- 
tialquotienten abbricht, ein System von der Form : 

dy = V^dx 

dz = Vzdx 

U^du^ +I72duj 4-...(7'^rfM^ 4-W(Cfac ==0 

r// dui -hU^'du^ 4- . . . Uf^du^ 4- Wdx = 



1 2 

WO die Grössen Uj T, W von den Variabein x, y, z, w^, u^-.-u^ 
abhängen. 

Man kann leicht untersuchen^ wie weit längs einer indi- 
viduellen Charakteristik die Grössen t/|, t^^ * • • t^n bestimaol 
sind. Denn durch Variation nach den fj^iyU^.^.u^ des vorstehen- 
den Systems erhält man ebenso viel Gleichungen , welche die 
Variationen du^, du^ ... du^ und deren Differentiale enthalten, 
als Differentialgleichungen vorhanden waren. Ist nun die An- 
zahl der Differentialgleichungen grösser als n (wie ich hier vor- 
aussetze) , so fände man aus den variirten Gleichungen nach 
bekannten Prinzipien durch fortgesetzte Differentiation und Eli- 
mination schliesslich Bedingungsgleichungen für die U, F, W, 
Sind diese, wegen der Form der partiellen Differentialgleichung 
nicht erfüllbar, so folgt, dass die Variationen der u^, t/, • - '^ ver- 
schwinden, dass mithin die t^^ , u, •*• t^n längs einer individuellen 
Charakteristik bestimmt sind. Werden die Bedingungsgiei- 
chungen aber identisch erfüllt, so verschwinden die Variatio- 
nen nicht, und die Grössen u^jU^ ... u^ sind längs einer indi- 
viduellen Charakteristik nicht bestimmt. 

In diesem Sinne wpUen wir nun die Gleichungen der Cha- 
rakteristiken der partiellen Differentialgleichungen der Betrach- 
tung unterwerfen. 
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§.89. 
Differentialgleichungen erster Ordnung. 

Wir wollen der Bequemlichkeit halber der Differential- 
gleichung erster Ordnung die Form : 

P4-FäO 
geben, wo F nur cc, y, ä, q enthält. Zur Charakteristik gehören 
dann einmal die allen Kurven auf Integraloberflächen gemeinsa-- 
men totalen Differentialgleichungen, welche durch das Symbol : 

dz s^ z dx -¥ z dy 

m m m-f- 1 

dargestellt werden, und dann insbesondere folgende Schaar : 

dy^Qdx 
dp 4- F^dx = 
dq-hF^dx =0 



m *" 

Um die Grösse Fi, zu bilden, hat man die Gleichung p-f-Fs=0 

erst n— mmal nach x und dann mmal nach y zu differenziren, 
wodurch man erhält : 

Diese Schaar von Gleichungen ist so beschaffen , dass sie 
eine zur Bestimmung der darin enthaltenen Variabein genü- 
gende Anzahl von Differentialgleichungen liefert, wenn man sie 
bei irgend einer Ordnung der Differentialquotienten abbricht. 

Denkt man sich aber die Differentialquotienten z durch Auf- 

m 

lösung der Schaar von Differentialgleichungen bestimmt, so 
würden sie von Constanten abhängig, deren Anzahl zugleich 
mit n ins Unbegrenzte wüchse. Diese Constanten, durch die 

n 

Werthe der z an einem festen Punkte der Charakteristik aus- 

m 

gedrückt, dienen dann zur Individualisirung der durch die 
Charakteristik zu führenden Integraloberfläche. Anders lassen 

n 

sich die Werthe der Grössen z aus den obigen Gleichungen 



nicht ermitteln. 
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Varüren wir zunächst nach p und q die Gleichungen : 

djs = pdx 4- qdy 
dy—Qdx, 

so folgt daraus unbedingt dp = 0, ^^==0, so dass p und q 
längs einer Charakteristik für alle diese Charakteristik enthal- 
tenden Integraloberflächen die nämlichen sein müssen. 
Für r, Sj t haben wir ferner die Gleichungen : 
dp = rdx 4- sdy dr -i- F^'dx = 

dq = sdx -htdy ck 4- F^'dx = 



dt 4- Fz'dx = 
und es ist : 

F" = 5-^4.^ 
® bx bx 

Variirt man nun die erste Gleichung links imd die beiden er- 
sten rechts, so folgt : 

= (Jr 4- Qds ddr 4- dP^'^dx == 

= ds 4- Qdt dds 4- SF^'dx = 0. 

Die Gleichung drdx 4- dsdy == differenzirt, und die Grössen 
ddr und drf« eliminirt, folgt unter Benutzung obiger Werthe für 
Fo" und F/' : 

eine Gleichung, die ofienbar identisch stattfindet. Ebenso 
würde die Variation der Gleichung dt-hF^'dx^O keine neue 
Gleichung zur Bestimmung der Variationen dr, ös, d^ liefern. 
Diese verschwinden mithin nicht längs der Charakteristik. Das- 
selbe gilt von den höheren Differentialquotienten, wie njan mit 
Hülfe einer ähnlichen Rechnung leicht erkennt. 

In einem Punkt ^ einer Kurve K auf einer Oberfläche le- 
gen wir an die Oberfläche die Tangentialebene : 

und thun das Nämliche für die in unendlich kleinen Distanzen 
aufeinanderfolgenden Punkte ^', ^", ... der Kurve K, Dann 
möge die Abwickelbare , welche die Hülle dieser Ebenen ist, 
»tangirende Fläche ersten Grades« heissen. Con- 
struirt man ebenso für die Punkte $, $', $" ... der Kurve 
K die Flächen : 



190 V. AbMhoitt: Gr«i»lMdiiif;. bei d. pui. DillefrM«*l#. etc. g. 9«. 

^-acp (g-o?) •♦-9(1?— y) -»• 
+ 4- jr (|-(r)»+2*(|-(r) (7-y) +t(i?-y)»j, 

SO heisse die Hülle dieser Flächen: Taiigirende zweiten 
Grades, u. s. f. 

Nunmehr kann man sagen : Alle durch eine Charak- 
teristik geführten Integraloberflächen der Glei- 
chung p-f-F=0 haben in dieser Charakteristik die 
Tangirende ersten Grades (die charakteristische Ab- 
wickelbare des §. 33) gemein. 

Wir wollen jetzt untersuchen, wie die Integraloberflächen 
der Differentialgleichungen zweiter Ordnung sich bei ihrem 
Durchgang durch ihre Charakteristiken verhalten. 

§. 90. 

Differentialgleiohungen aweiter Ordnung, Die Differential- 
gleiohungen ihrer Charakteristiken. 

Wir geben den Differentialgleichungen zweiter Ordnung 

die Form : 

r4-F=0, 

wo F nur von Xj y, ä, p, q, s, t abhängt. Die partiellen Diffe- 
rential quottenten von F werden wieder durch die entsprechen- 
den Initialen bezei<;h&ei. 

Es seieü N^ und N^ die Wurzeln der Gleiciiui^g : 

dy* — Sotecfy -I- Frfflc» « 
nach ^ aufgelöst, und wir setzen : 



dx 



Für die Charakteristiken hat man ausser den allgemeinen 
Gleichungen : 

aj8 = Ä (to •+- Ä dy 



m m 


M+l 




insbesondere die Doppeis^eer 


von Differentialgleichungen : 


dy^N^dx 






dr-hN'^ds 


■i-F^'da! 


aO 


ds.'hN^dt ' 


■hP/dx 

• • . . 


• • 
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Die Grösse P^ findet man, wenn man die Gleichung r4-F= 
n—m mal nach x und mmal nach y differenzirt. Dies giebt: 

m m-f- 1 m-i- 1 ^ 

Die oben verzeichnete Doppelschaar von Differentialglei- 
chungen der Charakternstiken stellt zwei Schaaren vor, die man 
erbdU, wie folgt. Bei der ersten lassen wir die allgemeinen 
Differentialgleichungen unverändert und schreiben in den be- 
sonderen N^ statt N^y N_ statt N . Sei der zweiten schrei- 
ben wir in allen Gleichungen 4^ statt d, JV_ statt N^ und N^ 
statt N^ . 

Bei einigen Familien von Differentialgleichuiigen lassen die 
Gleichungen der Charakteristiken bemerkenswerthe Modiiica-* 
tionen zu. 

I. Hat zunächst die Differentialgleichung r-f-FesO die 
Form 

wo S, 7, U Funktionen nur von a?, y, z, p, q vorstellen, so 
kömmt noch eine Gleichimg hinzu, nämlich : 

oder 

dp •+- N dq + Udx = 0. 

Man hat in diesem Falle fUr die Variabeln cc, y, z, p, q die 
Differentialgleichungen : 

dz s= pdx •+- qdy 

dy±=N^dx 

dp 4- N^dq •+- Udx = 0. 

IL Noch in einigen besonderen Fällen kann nian für jene 
fünf Variabein drei Differentialgleichungen aufstellen, in denen 
nur sie vorkommen. 

Hat z. B. die Differentialgleichung r + F=s= die Form : 
r^Ss-hTt-hA (rt-s^) + 17=0*), 

so kann man der Gleichung dy^ — *j- dxdy •+- -jr- cfer* = die 

Form : 

dy^ — Sdxdy 4- Tdx^ 4- A [dxdp 4- dydq) = 



*) S. die g. 35 citirte Abhandlung von Ampere. 



192 ^* Abschnitt: Grenxbediog. bei d. pari. Diflereoliidgl. etc. S- d<^- 

geben. Daraus erhält man denn noch die Gleichung : 

dpdy •+- Tdqdx •+■ Adpdq + üdxdy = , 
die auch, bezeichnet man mit N ^ die Wurzeln der Gleichung 

dy* ~ Sdxdy + rrfoö* 4- i4 (da:dp ^- dyd^) == 
nach -—- aufgelöst, geschrieben werden kann : 

Mithin lauten in diesem Falle die Differentialgleichungen 
der Charakteristiken für die Variabein o?, y, js, p, q: 
da s^pdx-^qdy 

dy^-- Sdoßdy + 7Vte*-+- A (dxdp 4- dydq) ä 
dp -f-A^^dg4-f/döc = 0. 

III. Endlich ist noch anzugeben, in welchen Fällen die 
Grösse N^ die Yariabeln s und t nicht enthält, wenngleich die 
Differentialgleichung in Bezug auf r, Sj t nicht linear ist. Die 
allgemeinste Form der partiellen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung, für welche eine der Grössen A^^ oderiV_ von s und t 
unabhängig wird, ist folgende : 

F (x, y, z, Pj q, r + y^, s-^ift) = 0, 
wo g> die Variabein x, y, ä, p, q enthalten kann. Die Wurzeln 

der Gleichung -^^dt^ — -j— dxdy + -jr- (foc*=0, nach ^ auf- 
gelöst, sind dann : 



dp 



g> und 



d(j+yl) 



ÖF 



Sollen beide Grössen N^ und iV_ von r, s, f unabhängig 
werden, so fällt man auf die Gleichung r4-Ss4-7Y-«-I7=0. 

Die eben mitgetheilte Gleichung hat noch die ad 11 hervor- 
gehobene Eigenthümlichkeit , dass für ihr eines Charakteristi- 
kensystem die Variabein x, y, js, p, q ebenfalls von drei Diffe- 
rentialgleichungen abhängen, in denen nur sie vorkommen. 
Diese Differentialgleichungen sind : 

dzssspdx-^qdy 
dys=q)dx 

F (x, y, ^, p, q, ^, 4) = 0. 

Es muss mithin auf dies System von Differentialgleichungen 
ebenfalls die Monge^ sehe Regel anwendbar sein, dass, wenn 
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es zwei Integrale orssJl, ß==^^i züldssl, dte>6>eveliiing<0 (il, il|) «s^ 
(wo 9 «ine wUlkttriicbe Fatiktioßt) em«ristesIf|tegr$il>d^riDi4b^ 
r^tlia^gleicboBg F«= ii^. . 



i ;i :i. 



t. . > 
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Differentialgleichungen sweiter Ordnung, Ergebniss der Variation 
der Differentialgleichtingen der Charakteristiken nach den 

Differentialquotienten von !S. ' ' 

' Betrachten wir zunächst die Differentialgleichungen der 
Ch^raJfcter^i^tiJceB., in de^^n npr die Variab^Jn a?, y,;Äj.p,.4, r, s, t 
vorko.miqfien, nämlich : 

• dqsrtsdx^tdy^ €b4-iV«d^4-F/cte=aÖ j 
Hierin ist: ' 

Variirt man die sechs Gleichungen 6 nabh den Grössen 
p, 9, r, s, t: so ist offenbar eine UeberbestTihmung der Va^ 
riationen d[p, dq^ ds^ dr, 4t vorlianden, wenn die Form der Glei- 
chungen C nicht gewisse Bedingungen erfüllt. Ob dies der 
Fall sei, wollen wir nun untersuchen. Man hat erstens : 

3) (%=P ((Jr 4- i^^ *»)(&?. .... 

4) ddq 9u {ds -^ N ^dt)dwj . 

Feiner glebt unter Berücksichtigung vorstehender Gleicfaun^n 
r-^F^O variiit: . i. 

5) ddp^N_ddq'^[Pdp'^Qdq)dx:=z{i, 

Endlich lauten die beiden letzten Gleichungen C, Kolumne 
rechts, variirt: • > -i , 

^, ^ddr + N^d^s-^dsdN^^d3cdF^^\s 
^ Xdds^N^ddt-hdtdNl-hdcodp'^O, 

Mulliplioirt u^an die zweite Gleichung. ß) m\ N.^ \md a4diiit 
sie zur ersten Gleichung 6), sq ist die resultiriende. ^Roj^tiop 
identisch mit derjenigen, welche man durch Differf ntiatjon von 

F. 0(7 Bois-Bbymond, Beitr&ge. 43 
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6) ertiHlt, DBchdem darin (dr -4* iV^I«) cioc; imd (ii -4* AT^drjito für 
dd^ Und.ddf eing^setal wollen. Mitäki redUGirm sioh di^ vor- 
stehenden sieben Yariationsgleichungen auf n%r aedis y^s^di- 
lieh verschiedene. 

Wir beginnen nunmehr mit der Untersuchung der Diffe- 
rentialgleichung ad ni des vorigen §, die wir uns auf die Form : 

> + 95 + i^(cc, j^, Ä, p, 9, » + 9^=0 
gebracht denken, upd.es s^i; ,. 

^t'^V'^T'^sÄ)^^'" 

Nimmt man zuerst an, dass q) keine von den Grössen p, $ 
enthält, so fällt auch Gleichung 4) fort und es bleiben so viel 
Gleichungen wie Variationen übrig, nämlich fünf, so dass die 
Yariationän nicht ^^rsehwinden, Sondern Differentialgleichungen 
genügen tnttssen, E$ scheinjt^ dies also d#r walfige Fall zu 
sein, wie bei den linearen partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung, wo €|benfsills l^gs der Charakteristiken die 
Variationen dp und äq lucht yersc^iwindeA» 

Ei^thält ferner 9 n^ind^steoß eine von den Vari<fbeJn p und 
9, »0 folgt 9US dq> s= 0, dp -ii- ^q as : 

Da man hier 

. ^r -4- g)Ss = 

OS + g>öt =s! 
hat, so würden diese Gleichungen im Verein mit den Glei- 
chungen 6) vier Gleichungeti für die drei Variationen dr, ds, dt 
betragen, welehe a)^ ehidr Veberbestimmung unterlägen, mit- 
hin verschwinden mÜsstcH, allein hi^r trkt gerade der Umstand 
ein,. daB« die Form dieser vier Gleichungen die BedingHBgen 
erfüllt, vermöge deren die Variationen nicht versehwiaden, 
sondern Differentidlgleicbujugen.p genügep haben. Wenn man 
nämlich die Gleichungen dr + g^ds = 0, d^ «4- ^dt =;= differen- 
zirt, um aus ihnen und den Gleichungen 6) die Grössen (/dr, 
ddsj döt zu eliminiren, und bedenkt, dass auch diV.=0 ist, so 
folgt zunächst : ' r 

En ist «li^r in der Gleichung r+Fs^O im vorliegenden FaUe 
F^q>s-^fp («, y, j5, p, q, S'hq>t)^ und eine leichte Rechnung 
«rgiebt di^ Identität : 
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Daher involviren in der Thal jene Vier Gleichungen keine Üe- 
berbestimmung für die Variationen dr, ÖSj Ötj und "wir scMi^s- 
sen daraus, dass alle Integraloberflächen der 6Jei- 
chung r4-5P5-«-?/; = 0, welche eine ihrer Charakteri- 
stiken passiren, darin nur die Tangirende etdtdn 
Grades gemein haben. 

Betrachten wir endlich die iallgemeine Gleichung r-f-/''=sO, 
indem wir annehmen , dass die Grösse N^ die Variabein p, q^ 
s, tj oder von jeder Klasse p, q und 5, t mindestens eine ent- 
hält. Wenn .übrigens in N^ die Variabein p, q gar nicht ver- 
treten sind, so ist das Resultat dasselbe. Es ist nichi meine 
Absicht, hier die Elimination der Variationen auszuführen , da 
das Format dieser Beiträge so weitläufige Rechnungen nichi 
gestattet: Ausserdem hat die Rechnung an sich kein Interesse, 
und bezweckt niir eine falsche Gleichung schliesslich herzu- 
leiten, woraus dann folgt, dass die Variationen verschwin- 
den. Man kann übrigens, ohne die Rechnung w^irklich durch- 
zuführen, übersehen, dass Sie ein solches Resultat ergeben 
muss. . . 

Es seien dp, dq^ ds, dt die zu eliminirenden Variationen : 
So trählen ^iir von den Glteichüngen <) bis 6) folgende fllnf : 

Sp-^N^Sq^sO 

rfdp^ iV^^^J? 5- (Pdp 4- Q*^)cte Ä 
d6iH-^N^ddt4'dtdN^'¥däcdF^^'^0. 

Wir diflPerenziren die erste, dritte und vierte Gleichung einmal; 
die zweite zweimal; und erhalten so im Ganzen zehn Gleichuo- 
gen für die neun* Verhältnisse der Grössen: dp, dq^ ds^ ot, ddp, 
ddq, d^öp, c^dq, dd$y ddt. 

Hat tnan didse eliminirt, sb önihält die ResuTtirende den 
Term (PN, welcher seinerseits die in der Elimioationi^leichung 

Übrigeins nicht vorkommenden Grössen yj^, 5~5*?' ®^' ®"*"" 
hält. Die dritten DMTerentiäle von f treten sonst nur noch in 

der Gleichung ddN± = auf , wo F aber immer mindestens 

II* 
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zweimal nach den Grössen ;), q, 5, t (ü^Tereiizirt ist. Die höch- 
sten in der Eliminationsgleichung und zwar in d*JV vorkommen- 
den Differential quotienlen von z sind vierter Ordnung. Wird 
t+FäO dreimal differenzirt, so erhält man fünfte Differential- 
quotienten von z» Auä den vier dritten Ableitungen von r-f-FssO 
kann man aber die sechs fünften Differentialquotienten von z 
nicht eliminiren, mithin kann durch Differentiation und Elimi- 
natiop keine Gleichung aus r + FsasÖ hergeleitet werden, die 
dritte bifferentialquotienten von F und keine fünften von z 
enthält. 

Hieraus folgt denn, dass die vorstehenden fünf Gleichun- 
gen eine Ueberbestimmung der Variationen (Jp, dq, ds, dt in- 
volviren, also dass diese verschwinden, mithin, dass sämmt- 
liche, eine Charakteristik passirende Integralober- 
flächen der Gleichung r + fssO darin die Tangirende 
zweiten Grades gemein haben, sich darin oscu- 
liren. 



§.92. 
Die Variationen der dritten und höheren Bifferentialquotienten. 

Um diese Untersuchung zu voUepden , l\abei^ wi^ noch zu 
prüfen, ob die Variationen der dritte|n und höheren Differen- 
tialquotjenten vetsch winden.* Für die dritten Differentialquo- 
tienten a, fc, c, b gelten die Gleichungen ; 

dr = adx'h idy d^-f- iV^dfi 4-F/cte = 

ds^Ux-hcdy. d6 + A(3^dc-fjF/'<te = 

^dt = cdx^Mff de + N^dt>-h^F^''dx = 0. 

Hierin ist : 
V du dy ^ dy dy ^ d^ dy 

* dy dy ^ . dy dy ^dy dy 



g. 93. XYI. lieber d. Integf&loberfL in den Ghai'akteristfken. 197 

Setzt man nun in obigen D^ififerentialgli^ichungen N^doc ftlr 
dy^ variirt sie nach a, t, c, b allein (weil die Yamtioiien (ifp^ dq^ 
ir, ds, dt, dN^ , dN^ mit allen ihren Differentialien verschwin- 
den, differenzirt die linke Colnmne und eliminirt dann die 
Grossen dAt, dSb^ dii dSt, so folgt: 

Wegen l^^ -f- N^ =S, iV^iV_ ^r, <»+JV^dc«0, dc-f-iV+^ÄO 
hat man aber : 

dN^ (Ä+iV. *:) = dSÄ+dWc 
dAT^ (5c+A^^db) = dSdc+drdb. 

Unter Zugrundelegung der oben angeführten expliciten Aus- 
drücke für F^\ F/', F2" kann man von den Gleichungen : 

[dF^''¥N^dF^')dx=dSdb^dnt 
. (dF/'-f-JV^dFj")di*?=dSdc+drdb, 
indem man die Variationen und Diffeifentiationen ausführt, nach- 
weisen, dass sie Identitäten sind. Also können aus den obigen 
Differentialgleichungen der Charakteristiken für die drtIteA 
Differentialquotieuten die Variatiooen da, db, de, db nicht eli- 
minirt werden, und die Bedingung: die Integralober- 
fläche müsse durch eine Charakteristik gehen, 
enthält keine Bestimmung für die dritten, und — 
ich darf wohl ohne Weiteres hinzufügen — für die höheren 
Differentialquotieuten vonsr, so dass die Integral** 
Oberfläche bis auf ihre Tangiren de zweiten Grades 
unbestimmtbieibt. Davon nämlich , dass die Ydnationen 
der höheren Differentialquotieuten von z nicht verschwinden, 
überzeugt man sich auf ganz ähnliche Weise, wie von den» 
Nichtverschwinden der Variationen da, d6, de, db. 

Ich werde im folgenden §. noch die Differentialgleich^mgen 
der Charakteristiken der partiellen Differentialgleichungen drit- 
ter und höherer Ordnung mittheilen, die gegenwärtige Unter- 
suchung für diese Differentialgleichungen aber nicht anstellen, 
theils weil man dabei auf neue, nicht in der Kürze zu beseitigende 
Schwierigkeiten, die ich sofort näher bezeichnen werde, stösst, 
theils weil es mir hauptsächlich darum zu thun ist, zunächst in 
das Verständniss der partiellen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung einzudringen : überzeugt, dass mit diesem Verstand- 



MI& der Scbltta^el m cteii partt^tten Difi^entiii^gl^cbuiigeB aller 
Ovdmmgen gewonnen ist* 

§.93 

Oleichungen der Oharaktei^iMkeii der purtieUen Bifferential- 

glfiehiimi^n l^öbeter Odrdnvngeki. 

Es sei a-f-l?«0 Btne partielle Differentialgleichung dritter 
Ordnung, in der Fvon den dritten Differentialquotienten nur 
b, c, b enthält. Bezeichnet man mit Sd, S, !£) die Diffefential- 
quotienten von P nach B, C, b, und mit i^lTj, N^, iV, die Wurzeln 
der Gleichung : 

nach -^ aufgelöst», dann ist die eine Scbaar der Gleichungen 
der Charakteristil^ea : 

etc. a«0 
Fq' und F/ etc. erhält man aus den Gieiehungen : 

^-+-©^4-6Ä4-!D^-f-F'=0 
. t t t t 



4 • « « 



a-^SB;5^-(JJ^-f-a:!J^4-F/=0 

i s 8 « 

etc. =0. 
Dazu kömmt dann die Gleichung dy^N^dx und die Schaar der 

Grieiciimgen : ^z » js cfo? ^ ji^ dy. Die beiden anderei) Schaa-^ 

ren erhält man , wenn man statt der Indices 1 , 2, 3 das eine 
Mal 2, 4, 3, das andere Mal 3, 4, 2 schreibt; und statt d das 
eine Mal d^ das andere Mal c^^ schreibt. 

Nehmen wir nun an, wir hätten e§ mit einer partiellep 

Differentialgleichung nter Ordnung von der Form : js*f-FaBF«0 su 

o 

thun , und bezeichnen mit Z den Differenljalquotienten von 

p 

z-hP nach z und mit iV., iV«, ... iVn die Wurzeln der Gleichung : 

• p 



pmo V •**'/ p 
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nach ^ aufgelöst, sd hat die erste Gleichfühg /der ersten 
Schaar Differentialgleichungen der Charakteristiken die l^'orm : 



etc.4-d5?iV2...iV« + FnCte=0 



n— 1 



und es ist^nach dem Früheren wohl überflüssig, länger bei 
diesem Gegenstande zu verweilen , da sich die übrigen Glei- 

n' 

chungen der Charakteristiken im Falle der Gleichung j»-f:f »O 



auf ganz analoge Weise wie bei den Differentialgleichungen 
zweiter und dritter Ordnung ergeben. 

Dagegen ist über die Ausdehnung der Betrachtung des 
vorigen §. auf die partiellen Differentialgleichungen dritter und 
höherer Ordnung noch Einiges zu bemerken. 

Fasst man von der ersten Schaar Gleichungen der Cha- 
rakteristiken der Gleichung a + Fs=0 diejenigen ins Auge, 
welche nur. die Variabein : Xy y, z, p, q, r, s, f, a, iy c, b ent- 
halten, so hat man hier ausser der Gleichung dy=iVjCte noch 
zwei Differentialgleichungen der Charakteristiken und von den 
allgemeinen Differentialgleichungen sechs. Dies macht neun 
Gleichungen auf zwölf Variabein, und wenn wir eine der Va- 
riabejn mit Hülfe der Gleichung a-*-f = elin^iniren, so bleir 
ben acht Gleichungen auf elf Variabein. . Um eine individuelle 
Charakteristik zu erhalten , müssten wir daher zwei Gleichun- 
gen na<ih Belieben hinzunehmen, und könnten zu diesem Zwe6k 
offenbar die Gleichungen der Projeetionen der Charakteristik 
wählen. 

Wemi nun bei den Dlfferenlidlgleiohungen dritter Ordnung 
ähnliche Besohifänkufigen wie bei den DiflerentialgleiGhunget» 
erster und zweiter Ordnung für die Integraloberfläcben, ^elcl^e 
eine Charakteristik passiren, einträten, so würde hier ein Wi- 
dersprtich mit den Resultaten des Kafpiiels XV stattfiAden^ 
nach denen bei den Integraloberfiltehea der Bifferentialglei^- 
chungen dritter Ordnung längs einer gegebenen Kuh^e'dk er-^ 
sten und zweiten Differentialguotienten von z willkUrlich sind : 
ein Widerspruch deshalb, weil wir eben sahen, dass beide 
Projeetionen der Charakteristiken nach Willkür angencimmieti 



'^ 
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werden können, dass also bei den Differentialglei- 
chungen dritter Ordnung und a fortiori bei. denen 
höherer Ordnung jede Kurve im Räume Charakteri- 
stik sein kann. Nufi findet aber, wie ich aus Gründen, die 
ich hier noch nicht darlegen kann, schliesse, das Gesetz statt, 



dass alle Integraloberflächen der Gleichung ä4-F=ssO, 

o 

welche eine Charakteristik passiren,. darin die 
Tangirende nter Ordnung gemein haben müssen. 
Hierin liegt die am Schluss des vorigen §. erwähnte Schwie- 
rigkeit. : ' 

Die Art, wie ich glaube, den beiieiohneten Widerspruch 
lösen w können, ist folgende. Es sei 

f^f{x,y, i5)=*0 

H 

die Gleichung einer Integraloberfläche der Gleichung z-hP^ssO, 



so kann man mit Hülfe der Gleichung /!==0 z und alle Differen- 
tialquotienten von z von den ersten bis zu den nten incL als 
Funktionen von x und y ausdrücken und sie in die Gleichung : 

einsetzen. Die Auflösung dieser Differentialgleichung würde 
n Schaaren von Charakteristiken auf der Oberfläche fs=0 lie- 

. I > ff 

fern. Jede andere Kurve auf der Oberfläche f^O kann 
zwar eine Charakteristik der Gleichung ^-f-F=sO 



sein, d. h. die Charakteristik einer anderen Inte- 
graloberfläche dieser Gleichung sein, nie aber eine 
solche der Oberfläche fssO. Umgekehrt sieht *man ein, 
dass man durch eine gegebene Kurve einmal IntegraloberOä- 

chen der Gleichung j54-F=0 legen kann, für welche die Kurve 



zu einer der n Charakteristikenschaaren der Integraloberflä- 
chen igehört, und dann solche Integraloberflächen, für welche 
dies nicht der Fall ist. Und ich behaupte nun, dass alle Inte- 

graloberflächen der Gleichung j5-+-F = 0, welche 



durch eine gegebene Kurve gehen und zu denen 
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diese Kurve GUarakteristik ist, in dieser die Tan- 
girende nten Grades gemein haben. 



§. 94. 

Uebev einen IUI bei den partiellen Differentialgleichiüigen iwei^ 
ter Ordnung, der bei den bisherigen Betrachtungen übergangen 

wurde, nämlich wenn N+ = iV_ ist. 

Dieser Fall ist von Interesse, weil die Differentialgleichun- 
gen, bei denen N^ =iV_ ist, unter den partiellen Differen- 
tjalgleichungen zweiter Ordnung eine besondere und scharf 
geschiedene Klasse bilden. Welches die Form dieser Klasse 
von Differentialgleichungen und ihre wichtigste Eigenthttmlich- 
keit sei, ist bereits §. 23 gezeigt worden. In Bezug auf die §. 91 
u. 92 untersuchten Eigenschaften der partiellen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung zeigen sie gleichfalls ein von den 
übrigen gänzlich abweichendes Verhalten. 

Die Differentialgleichungen ihrer GhaHakteristiken für die 
Variabein x, y, z, p, q, r, s, t, setzen wir N^ ä iV_ =N, lauten : 

dz 3= (p •+- A^g) dx dy^ Ndx . 

dp s= (r -f. iVs) rfcc dr -+- iVds -f. F^'cte Ä .0. 

dq^[s '^Nt)dx ds -^Ndt-hFi'dx^^O 

Wenn zunächst N nur x, y, js, enthält , die Differential- 
gleichung also die Form r •+- iNs-hNH-^Uss hat, so kommt 
noch die Gleichung : 

dp-^Ndq-hUdx^s^O 

hinzu, wo U von 05, y, ä, p, q abhängen kann. Variirt man 
nun vorstehende Gleichung und die Gleichung dzss\p'^Nq)dx 
und differenzirt noch die letzte, so erhält man die Gleichungen : 

(Jp •+- iV(Jg = 

ddp -h Nddq -^ dqdN = 

ddp 4- Nddq + (Jl^cfcc«: 0, 

aus denen unbedingt folgt : 

dp«0, (»9=0. 

Ferner geben die zwei letzten Gleichungen jeder Columne C 
variirt, und die Gleichungen aus der Columne linker Hand 
ausserdem noch differenzirt : 



302 V. AAftschnitt : Grensbediog. hei d. part. Diflierealialgi. elc. g. 94. 

dds + Nddt^dtdN « dds^NdAt-hdF^'dx ^ 
Hieraus folgt, wie man auf den ersten Blick sieht : 

<Jr = 0, ds = 0, d^ = 

und ebenso genügt ein Blick auf die im §. 9S gegebenen Diffe- 
rentialgleichungen der Gharakt«rifiliken fttr die dritte» Diffe*^ 
rentialquotieuten, um zu erkennen, dass auch deren Variatio- 
nen verschwinden, u. s. f. Kurz längs einer Charakteristik 
dieser Gleichungen sind alle Differentialquotienten der die 
Charakteristik passirenden Integraloberfläche bestimmt. Mit 
andern Worten : es geht nur eine Integraloberfläche durch die 
Charakteristik, die Integraloberfläche i3t vollkommea bestimmt 
durch die Bedingung, sie müsse durch eine gegebene Charak- 
teristik gehen. 

Dasselbe findet statt , wenn man in Betreff der Grösse iV 
gar keine Annahme macht. Denn auch dann folgt aus den 
Gleichungen : 

dfp -I- iVdg SS 

dSp^Nddq + (Pdp-4- 0<J§f) cfccs= 0, 

dass die Variationen dp und äq verschwinden, uqd hieraus er- 
giebt sich wieder , ganz wie wir dies so eben g^ehen haben, 
dass die Variationen der Differentialquotienten aller Ordnungen 
verschwinden müssen. 

Wir schliessen somit, .dass die Integral Oberflä- 
chen der Gleichung r-4-F=0, wenn vermöge ihrer 
Form N.^=N^ ist, vollkommen bestimmt sind durch 
die Bedingung, eine gegebene Charakteristik pas- 
siren zu müssen. 

Diese Klasse von Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
hat also merkwürdiger Weise mit der partiellen Differential- 
gleichung erster Ordnung das gemein, dass ihre Integralober- 
flächen bestimmt sind durch die Bedingung, eine Kurve ent-, 
halten zu müssen. Diese Kurve ist aber wieder im Gegensatz 
zu den partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung bei 
der uns beschäftigenden Klasse von Differentialgleichungen 
eine Charakteristik. In den Gleichungen dieser Charakteristik 
kann nur eine willkürliche Funktion vorkommen. Man knnn 
daher sagen, dass die Integraloberfläohen der in Rede stehen- 
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den Differentialgleichungen von einer willkürlichen Funktion 
abhängen — soweit wir sie nämlich bis jetzt kennen. Ich 
komme noch ausführlicher auf denselben Gegen3taQd zu spre- 
chen, nachdem ich über das »Problem der Reduction der li- 
nearen Differentialgleiqhuniea« einige ßemerkui»gen werde 
vorangeschickt haben. 



§. 95. 

Bas Problem der Beduction der pUFerentialgleichuiigea voa dw 

Form r + 5ä+ Hh- l/= 0. 

Ich verstehe darunter die Aufgabe, diese Differentialglei- 
chung durch Substitution auf eine der Formen 

s^q> [a>, y, z, p, q), roder^^sy [x, y, z, p, q] 

zurückzuführen, jenachdem N^ nicht gleich oder gleich N_ 
ist. Die3e Aufgabe , mit der sich Ampi^se beschäftigt bat, ist 
bis jetzt nur in wenig Fällen gelöst*) , und ich beabsichtige auch 
hier weiter nichts, als sie in diesem kurzen Abriss einer Cha- 
rakteristikentheorie nicht zu übergehen, und eine für das fol-< 
gende wichtige Bemerkung an ihre Besprechung zu knüpfen. 
Wenn S und T nur x und y enthalten , ist die Reduction 
leicht. Ich nehme an, i) N^ sei nicht gleich A'^ , und 

seienj die Integrale der Gleichungen dy^sN^dx, d^y=^N_d^x^ 
I und 17 die Integrationsconstanten. Führt man nun | und tj 
statt X und y als neue Variabeln ein, und bezeichnet mit Tt, x 
die ersten, mit q, a, % die zweiten Differentialquotienten von z 
nach % und rj^ so ist : 



*) Laplace hat diese Reduction^ soviel ich weiss^ zuerst, und zwar bei 
den linearen Differentialgleichungen mit constanten Coefficienten ange- 
tvandt. [ioum. de VBc. Pol. YIII. Band, §. 235 : Sur les InMgrales A4flm$i 
des ^quations ä diff^rences partielles.) 

Ich bemerke noch, dass Ampere die Reduction zur Integration der 
partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung in solchen Fällen be- 
nutzt, wo die DiJfforentialgleiehungen der Charakteristiken eine integrabele 
Combination zulassen. Diese Untersuchung befindet sich in seiner Ab- 
handlung (48tes Heft des Joum. de VEc. polyt.) im j^. IV, dem wichtigsten 
seiner tiefsinnigen Arbeit. 
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bx by 

" brj ^ bfj 

_ b*x . b^y . bx bx , /bx by . dos dy\ . .by by 

""P 515;; ■*■ » 515^ "*" '•■^ "5^ -^*V?f dV"^ ä^ 577"^ * Sf" 'S?- 

dy dy 

Nach dem Obigen ist aber -^ = — iV^ , -J— ss^-N^. Da- 

durch wird der Ausdruck für a : 

und wegen S=siV^+iV., TssN^N_ enthält diese Formel 
die gewünschte Reduction. Die Werthe der Differentialquo- 
tienten von X und y nach § und tj folgen auf bekannte Weise 
aus den Gleichungen i^=s^, V^i^?* 

Wenn 2) iV^ = iV_=iV ist, so lautet die zu reducirende 
Differentialgleichung : 

und es sei 

das Integral der Differentialgleichung dyvsNdx* Statt der Va- 
riabein X und y führen wir als neue Variabein ^ und rj ein, wo 
^ mit X und y durch eine beliebige Gleichung verbunden ist, 
und bezeichnen, analog wie oben, mit tt, x die ersten, mit 
Qy (T, t die siweiten Differentialquotienten von z nach f und ly. 

Dann ist : 

bx by 

da; . by 

wegen -jp- = -^ =» iV. Diese Formeln enthalten wiederum die 

verlangte Reduction. 

In Betreff der Reduction der Gleichung r + Ws -I- iVi = 1/ 
füge ich noch folgende Bemerkung hinzu. Nimmt man an, 
dass N alle Variabein a?, y, js, ;?, q enthalten kann, und die 
Differentialgleichungen der Charakteristiken lassen eine inte- 
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grabele Gombination zu, welche das bitegral t^ [x, y, Zyp, 9) » 17 
liefern mag : so kann man als neue Variabein § und tj ein- 
fuhren y. wo nun ^ von cc, y und so vielen Differentialquo** 
ti^Btea von z , als man will , abbangen darf. Nur müssen aus 
den Ausdrückea fUr die DiflTerentialquotienten tt, x, ^ die 
Differenjtialquotienten p, 9, r, s, t eliminirt werden können ; 
und da obendrein ^ die zweiten Differentialquotienten >«>n x 
nach ^, und fölglieh die dritten von z enthalt, so beschrankt 
diese letzte Forderung die AusfUhfbarkeijt der Reduction. Hier- 
über, und über die Reduction der Gleichung r-i-S*-4-2Y'4-J7=0 
auf die Form s^q>j wenn die beiden Schaaren von Differential- 
gleichungen der Charakteristiken jede eine integrabele Combi- 
nation zulassen, s. Ampere I.e. 

Um nun zum eigentlichen Gegenstände dieses §. zu kom- 
men, betrachten wir wieder die Gleichung r-i-2iV5-i-iV*/-i-t/'s=0 
unter der Annahme , dass N und U alle Variabein x, y, js, p, q 
enthalten können. Die Differentialgleichungen ihrer Charakte- 
ristiken für diese Variabein sind : 

dy = Ndx 

dz^lP'hNqjdx 

dp + Ndq 4- Udx = . 

Wir können hier eine Projection der Charakteristiken willkür- 
lich annehmen. Es sei z. B. xfß [x, y) ^rj die Gleichung der 
xy Projection , der Charakteristiken. Für einen bestimmten 
Werth von iy liefern uns die obigen Gleichungen eine vonz wei 
Parametern abhängige Charakteristik, und denken wir uns 
diesen Parametern feste Werthe ertheilt, so erhalten wir 
durch Variation von 1^ eine Schaar von Charakteristiken. Von 
dieser Schaar fassen wir jetzt ein Individuum ins Auge. Wir 
legen durch diese individuelle Charakteristik die Integralober- 
flache, welche durch sie bestimmt ist (§. 94) , und es leuchtet 
ein, dass die übrigen Charakteristiken dieser Integraloberfläche 
im Allgemeinen nicht mit der Schaar, deren Projection 1// ä iy 
ist, zusammenfallen werden. Daraus geht klar hervor, dass 
gerade innerhalb dieser einen Charakteristik, und sonst im All- 
gemeinen nicht, die Differentialgleichung die Form r = y an- 
nehmen wird. 

Wenn man also das Integral der Gleichung 
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in Reihenform eHialien will, nnd man wihh aur Ansgatlg»- 
kurve eine beliebige Charaklemtik^ so kanA man das Integral 
der vorstehenden Gleichung entwickeln, als ob sie die Porm 
rtss^ hätte, daher Behufs der Reihenentwiokelung die Re- 
dnction als geschehen angesehen werden darf. Wenn ich 
miihm im Polgendeh auf einige Eigenscheflen dm* Crleidrang 
r SB y [x^ y, », p, q) zu sprechen komme, so wird das Yorge- 
brachte auch ohne Einscfarttnkung von der Gleichung 

gelten, wo N und U von x, y, ä, p, q abhSingen dürfen. 
Was die Reduction der Gleichung 

betrifft, so hat es, sobald N^ von p und q abhängt, seine 
Schwierigkeit, sie auchuur fttr eine Charakteristik dyssN^dx 
zu bewerkstelligen, weil, wie wir wissen, p und q längs der 
Charakteristik nicht variabel sind, die Schaar. der Charakteri- 
stiken d^yssN^d^x also die als Ausgangskurve zu betrach- 
tende Charakteristik dy^N^dx nicht unter willkürlicher Nei- 
gung passiren darf. Dies darf sie nur dann, wenn in N^ nur 
a?, y vorkommen. 

So viel über das Problem der Reduction der linearen 
Gleichungen. In den folgenden §§. werde ich mich noch mit 
der Gleichung r»^, deren allgemeinere Rolle wir gegenwärtig 
kennen, beschäftigen. 

§. 96. 

Beihenentwiokelung des Integrals der Gleichung 

r = y (a?, y, Ä, p, 9). 

Die Charakteristiken dieser Differentialgleichung haben 

die Gleichungen : 

y 3SS constam 

dz=spdx 

dpssq)dx 

drt^^dx 
dx 

ds =z.^dx 
^y 

. etc. 
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Charakteristik ist also hier jede Kurve , die in einer Ebene 
liegt, für welche y constant ist. 

IHfIbfetiiEitien wir die Gleichung rs±:g} 4) gar öicht, 2) nach 
Xy 3) nach y, 4) Kwefmal nach x, 5) nach x und y, Ö) sweimal 
nach y, u. s. f., so enthalte die resultirenden Gleichungen 
ausser o?, y, a, p, q: 

1) r 

2) f , 5, a 

3) 5, f, b 

4) r, Ä, a, b, is 



{ 
I 
















4 




5) 


»", 


s, 


t, 


5, 


c, 

A 


J5 

1 




6) 


s, 


t, 


t, 


b, 


t 


4 « 


4 



7) r, 5, a, b, ä, ä, ä 

• 14 



etc. 
Diese Gleichungen sind asu verwenden, um die Differen- 

tialquotionen z durch x, y, is und die Differentialquotienten z 

m 4 

auszudrücken. Denn q folgt aus rtssf) ; $ aus 2) ; t und b aus 

3) und 4) ; c und z aus 5] und 7) ; b, ^ und ä aus 6), 8) und 11); 

u. s. f. Daher sind, unter der Bedingung, dass die Ausgangs- 
kurve eine Charakteristik sei, alle Coöfficienten der Reihe 
^z = pz/cc + q^y "+■ etc. bestimmt. 

Denken wir uns nun das Integral 'der Gleichung r = y in 
eine Reihe von der Form : 

Jz sspJx-^qJy-^ jlrJx^ -hisJxJy 'h LJi/^ \'^ etc. 

entwickelt, und zur Grenzkurve irgend eine Kxxvwg x^tp{z), 
y SS xp^(z) gewählt. Dann ist : 

pw + gv = 1 , 

wo u^ -—, t; Ä -j^ . Nun sollen, wie früher (§. 86), a?, y und 

alle Goäfficienteu p, 9, r, «, t, ... als Funktionen von z ausge- 
drückt werden. Aus der Gleichung pu-^qv^ah folgt (§. 84) 
eine Schaar Gleichungen von der Form : 

w**j2f + /jw*^*i?5f-4-etc. +Ü<*)äO . . . , U 



996 V. Abtcbiiiit : Grenzkediog. bei d. part. DiffereDUalgl. etc. &. 9«. 

wo in lA*^) nur Differen^ialq^otienten bis zur ü^^lsten Ordnung 
incl. vorkommen. Betrachtet man nun das eingangs dieses §• 
gegebene Verzeichniss der durch Differentiation von r^^y er- 
haltenen Differentialquotienten , so erkennt man alsbald, dass 
die durch Differentiation von rs^ erhaltenen Gleichungen und 
die Gleichung U für die nte Ordnung n Gleichungen betra- 
gen, also eine zu wenig, um die Differentialquotienten zu be- 
stimmen, deren die nte Ordnung n+1 hat. Mithin ist auch hier 
die Zurhülfenahme noch einer Gleichung ; 

L i^y y, «, P, 9) = 
nothwendig, und wir können den Grenzhiedingungen wieder 
die Form : 

geben. Um z. B. die Coefficienten des Gliedes dritter Ordnung 
der Reihenentwickelung z/js =r etc. zu bestimmen , findet man 
aus p = Uj q=sV die Gleichungen : 

u^a + 2wvb -I- v*c = U^ 
u^i 4- iuvc 4- v^t = Kj 
und aus r =5 ^ folgt : 

u. s. f. für die Glieder höherer Ordnung. 

Es kann also gar kein Zweifel sein , dass die eben ange- 
deutete Reihenentwickelung ein Integra] mit zwei willkürlichen 
Funktionen*) der Differentialgleichung r^q> ist: die eine ist 



*) Um gerade hier, wo es mir auf pracise Definition der willkürli- 
chen Funktionen ankömmt, jede Dunkelheit za beseitigen, mische ich 
darauf aufmerksam, dass die Grenzbedingung, der zufolge eine Inte- 
graloberflSche eine gegebene Kurve im Räume enthalten soll, stet& nur 
einer willkürlichen Funktion bedarf, um erfüllt zu werden ; obgleich die 
beiden Projeetionen der Raumkurve scheinbar zwei willkürliche Funktio- 
nen in das Integral einführen : wie ich auch {§. 48) dem Integral der par- 
tiellen DiffereBtialgleiGhung erster Ordnung, welches gewiss nur eine will- 
kürliche Funktion enthalten kann, diese Form mit zwei willkürlichen 
Funktionen ertheüt habe. Dass zwei willkürliche Funktionen in einem In- 
tegral, die den beiden Projeetionen einer Raumkurve entsprechen, immer 
auf die Durchschnittskurve der Integraloberfläche mit einer festen Ober- 
fläche, z. B. eine Coordinatenebene, d. h. auf eine willkürliche Funktion 
zurückführbar sind, erkennt man sofort, wenn man bedenkt, dass der In- 
begrifif aller Kurven auf einer Integraloberfläche , die ja nach einer will- 
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die willkürliche Ausgangskurve, die andere die Neigung, unter 
der sie von der Integraloberfläche passirt wird, welche Nei-* 
gung die Gleichung £ = bestimmt. Und dass dies Integral 
mit zwei willkttrlichen Funktionen sich nicht zurückführen lässt 
auf jenes mit einer willkürlichen Funktion, bei dem die Aus- 
gangskurve eine Charakteristik ist, dies werde ich durch fol- 
gende geometrische Betrachtung zur Anschauung bringen. 

Man denke sich eine Ebene E^ für die y constant ist und 
den Werth c hat. Jede Kurve auf der Ebene E ist eine Cha- 
rakteristik der Gleichung r=g). Durch E legen wir eine an- 
dere Ebene @, welche ebenfalls die z Richtung enthält und mit 
der Ebene E irgend einen endlichen, aber kleinen Winkel ein- 
schliesst. 

Jede Kurve auf der Ebene E bestimmt eine (§. 94) durch 
sie gehende Integraloberfläche der Gleichung r=iq>. Die zu 
einer gegebenen Kurve C auf der Ebene E gehörige Integral- 
oberfläche mag die Ebene @ in der Kurve Ä treflFen. Und ich 
mache nun die Voraussetzung, die gewiss unanstössig sein 
wird : dass jede neue Kurve C eine neue Kurve S bestimmt, 
d. h. dass allgemein zu reden, wenn C in C-^dC übergeht, 
Ä in Ä4-ÖÄ übergeht, wo ÖÄ nicht verschwindet. Hieraus 
folgt aber unbedingt, dass wenigstens innerhalb eines be- 
stimmten Gebietes auf der Ebene @ zu jeder gegebenen 
Kurve 8 eine Charakteristik C gehört, deren zugehörige Inte- 
graloberfläche durch 8 hindurchgeht. (Um sich die Richtigkeit 
dieses Schlusses ganz klar zu machen, muss man sich die 
Ebenen E und @ zunächst einander unendlich nahe denken, 
worauf man dann sieht, dass der Schluss auch für eine end- 
liche hinreichend kleine Entfernung gelten muss.) Analytisch 
bedeutet dies : weil in der Gleichung der Integraloberfläche 
eine willkürliche Funktion vorkömmt, muss diese so bestimmt 
werden können, dass die Integraloberfläche durch eine belie- 
bige Kurve auf der Ebene d hindurchgeht. Es folgt noch 
hieraus als Gorollar, dass die Integraloberfläche nicht etwa 



kürlichen Funktion variiren, durch die eine Durchschnittskurve der Inte- 
graloberfläche mit der festen Oberfläche vertreten werden kann. Dagegen 
fiihrt die Bedingung JL = längs der Grenzkurve eine zweite willkürliche 
Funktion in den Werth von z ein. 

F. DU Bois-Sbyuomd, Beiträge. ^I^ 
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ausser von der Grenzkurve auf der Ebene E (yac) noch von 
c abhttngi, da alle z\iE gehörigen Integraloberflächen auch die 
zu En gehörenden erschöpfen und umgekehrt. Nach diesen 
Bemerkungen ist klar, dass die obige Voraussetzung im Grunde 
genommen das, was bewiesen werden soll, voraussetzt. Wenn 
n&mlich jede Kurve S nur eine Kurve C bestinunt, so kann 
man durch eine Kurve St nicht beliebig viele Integralober- 
flächen hindurchlegen, wie es doch die obige Reihenentwicke- 
lung gestattet , sondern durch eine Kurve & kann nur eine In- 
tegraloberfläche gelegt werden, die unter den zu den Cha- 
rakteristiken C gehörigen Integraloberflächen vertreten ist. 
Woraus hervorgeht, dass die Zahl der letzteren nicht gleich ist 
der Zahl der in der allgemeinen {leihenentwickelung enthalte- 
nen Integraloberflächen, dass also das Integral mit zwei will- 
kürlichen Funktionen nicht ohne Beschränkung seiner Allge- 
meinheit auf das mit einer willkürlichen Funktion zurückgeführt 
werden kann. 

Wir haben nun bei den Differentialgleichungen von der 
Form r=sq> die Existenz zweier Klassen von Integralen kennen 
gelernt. Es ist aber hier noch nicht der Ort, deren Interpre- 
tation zu versuchen, also zunächst nachzusehen, ob die Reihen, 
durch welche die Integrale mit zwei willkürlichen Funktionen 
ausgedrückt, oder die polyedrischen Oberflächen, durch welche 
sie dargestellt werden, im Allgemeinen gegen Grenzen con- 
vergiren. Dagegen werde ich auf eine Bemerkung Poisson's 
über diesen Gegenstand*) eingehen, die er an die Reihenent- 
wickelung des Integrals der Gleichung r=5f knüpft, und mit 



*) An mehreren Orten u. a. Ec. polyt. 43. Heft, S. 4 07, femer Digres^ 
sion sur les ^gitatfons aux diff^rences partielles in seinem Tratte de Mdcanique 
und seiner TMarie de la cAolmtr. 

Auch Laplace giebt eine der Poisson' sehen ähnliche ZuTückföhrung 
der beiden Integrale auf einander , indem er von den bestimmten Integra- 
len ausgeht [Ec, Polyt. 15. Heft, S. 238). 

In demselben Sinne spricht sich Pourier aus (Theorie de la chaleur, 
Seetion IV, comparaison des int^groües, hauptsächlich S. 516 u. 54 7). 

Die im Texte ausführlich dargelegte Schwierigkeit haben die oben er- 
wähnten Geometer sämmtlich gefühlt, allein da sie sich besonders bemerk- 
lich macht, wenn man versucht, die Integrale geometrisch zu Interpreiireii» 
was jene Mathematiker nicht gethan haben, so erklärt es sieb, dass sie sie 
mit der im Texte reproducirten Transformation Poisson's für erledigt 
hielten. 
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« • 

der mir das Problem iio(^ keineswegs befriedigend gelöst zu 
sein scheint. 

Indem er nämlich, wie wir im folgenden §. sehen wer-» 
den, das Integral der Gleichung m^ nach Potenzen von y ent- 
wickelt (d. h. nach den von uns angewandten Ausdrücken und 
Bezeichnungen Jx und y in /tysstj-^y gleich Null setzt, und 
zur Ausgangskurve eine Charakteristik wählt, für die y±sO ist) 
enthält die Reihe aus Gründen , die wir kennen, nur die vrill- 
kürliche Funktion z von x. Entwickelt er aber nach o?, d. h. 
wählt er zur Ausgangskurve eine Kurve, für die ««=0 ist, so 
enthält das Integral zwei willkürliche Funktionen von y. In- 
dem er darauf diese nach y entwickelt, gelingt es ihm zwar, 
beide Reihenentwickelungen zur Deckung zu bringen. 

Da dies mit den bisherigen Resultaten in direktem Wider- 
spruch steht, die Frage aber, weil sie eigentlich die ganze Klasse 
von partiellen Differentialgleichungen, für welche iV^ = JV_, 
betrifft, von Wichtigkeit ist, so werde ich zum Zwecke späte- 
rer Lösung diesen Widersprifth schärfer formuliren. 

§. 97. 

Ueber die doppelte Beihenentwickelung des Ii^tegrals der 

Gleichung r=q. 

Hat z der Differentialgleichung rsssq zu genügen, so findet 
man, jenachdem man es nach Potenzen von y oder von x mit 
Hülfe des MACLAURiN^schen Satzes entwickelt : 

z=:z^ -hp^x 'h ^— — •+- '/-r-n -*- T^n + j^iTT +etc.*) . II. 
^ dy % dy S\ dy* 4 1 dy* 5 1 ^ 

In Zq ist y; in js®, p^ istcc gleich Null gesetzt zu denken. 



*) Die Summen der beiden Reilien sind : 
1. z=z—=rl (p (aj+2tt/y)c-«*d« 



QO 
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Gemäss dem Obigen hat man in der ersten Entwic^elong 
nur die willkürliche Fmiktion z von o?, von der die Gestalt der 
Charakteristik auf der Ebene yssO abhängt. In der zweiten 
Entwickelung hat man zwei willkürliche Funktionen: z als 
Funktion von y oder die Gleichung der willkürlichen Ausgangs- 
kurve auf der Ebene (rsO, und längs dieser Kurve die Funk- 
tion p von Pj nämlich die Neigung, unter welcher die Integral- 
oberfläche die Ausgangskurve passirt. 

Die erste Reihenentwickelung giebt folgenden Werth von 
z für ojssrO : 

und für p : 

w(»raus gemäss der geometrischen Betrachtung^ des vorigen §. 
folgt, dass die willkürliche Funktion z von x für y=0 die 
Kurve bestimmt, in welcher die zu ihr gehörige Integralober- 
fläche die Ebene a?=0 schneidet, und die Neigung, unter der 
dies geschieht. Die zweite Reihenentwickelung giebt, wenn 
man x^sQ setzt, gar keine Bestimmung, weder für z noch 
für p. Es ist also schlechterdings unmöglich, dass die Reihen- 
entwickelungen I. und n. dieselben seien, dass sie gleiche All- 
gemeinheit haben. 

PoissoN führt die zweite auf die erste zurück, wie folgt. 
Indem er in Reihe II 



wo in I. Äo=</>W ist und m H. »®=i/^i{f/), p«=i//(|/), i^zY"^* ^ irgend 
eine reelle endliche Constante bedeutet« und y durch die Gleichung : 




bestimmt ist (Poisson, Thäorie de la Chaleur, S. US u. ff.). Das Integral I, 
sowie überhaupt die Auflösung partieller Differentialgleichungen durch 
bestimmte Integrale ist vonLAPLACE (Par. M4m, 4 779. u. a. a. 0.) entdeckt. 
Das Integral I lässt sich durch ein unbestimmtes ersetzen (Poisson). Dass dies 
mit Integral II möglich sei, kann ich wegen einiger Schwierigkeiten, die sich 
bei dieser Transformation einstellen, nicht mit Bestimmtheit behaupten. 
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p«=6^H-6^y + 6j^|l + ... 



»+* 



setzt, und daraus die Coäfficienten z^ und z^ als nach Poten- 

n n 

zen von y steigende Reihen herleitet, kömmt zuerst : 

• i « 

Diese Reihe ist offenbar noch mit Reihe II identisch. Bringen 
wir sie aber in tabellarische Form : 

z^ % -ha^ y -ho^ -^ + a^ -^ + etc. 



«1 


y 


K 


xy 


«2 


i 



+6« X +b. XV +b^ -^ + 6, -^ + etc. 



m. 



X* x*y x*y* 05*1/* 

+a,y + o,^ + o, ^^ + o^ ^ + etc. 

, 35* , a;H/ , x*y* , aj'i/* 

+^ ü + ?»« -är + *• -iiT + ** 8!8i + «*«• 

+ etc. 
ordnen diese Doppelreihe nach Potenzen von y, imd setzen : 

so erhält sie die Form der Reihe I, und es kommt darin offen- 
bar nur die eine willkürliche Punktion g>{x) vor. 

PoissoN, dem es paradox schien, dass sich in der einen 
Reihenentwickelung nur eine, in der anderen zwei willkürliche 
Funktionen einstellten, hielt durch diese Transformation der 
Reihe n die Identität beider Reihen für nachgewiesen und 
damit die Schwierigkeit für beseitigt. Da wir indessen er- 
kannt haben, dass die Reihen I und 11 wirklich verschieden 
sein müssen und es auch sind , insofern die eine unbestimmt 
lässt, was die andere bestimmt, und da wir wis3en, dass dies 
alles der Theorie gemäss ist : so werden wir es vielmehr para- 
dox finden , dass die Reihe HI verschiedene Eigenschaften er^ 
hält, eine verschiedene Allgemeinheit gewinnt, jenachdem man 
sie nach Potenzen von x oder von y ordnet. Allein dieser Fall 
ist nicht ganz ohne Analogen. Es ist z. B. bekannt, dass eine 
Reibey je Aach ihrer Anordnung convergiren oder divergirea 
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kann, ja für verschiedene Anordnungen gegen verschiedene 
Grenzen convergiren kann. Und unter diese merkwürdigen 
Fälle ist meines £rachteu5 die PoissoN^sche Transformation zu 
zählen. 

Setzen wir noch in Reihe I 



dx 
steigende Reihen her, bringen dann Reihe I in Tabellenform : 



leiten daraus die Co^fficienten -7-^ als nach Potenzen von 00 



X* a?" 



IV. 



x*v x*y 

!/• XU* X*y* X*V* 

^o*-^« -- -I- a- — ^ +öf- — r— H- etc. 
«/■ an/* a?*i/' äj*!/' 

+ etc. 

und ordnen sie endlich nach Potenzen von x, indem wir 
setzen : 

V' (2/)=ö^o-»-02y + «4y + etc. 

so nimmt die Doppelreihe IV die Form der Reihe II an. 

Während also in Reihe 111 die beiden Schaaren von Gon- 
stanten : 

%i ^v öf2> ••• 
^ ^oj ^v ^27 ••• 

zur Herstellung der willkürlichen Funktion g>{x) in eine zusam- 
mengefasst werden können , so kann man in Reihe I Y, um die 
beiden willkürlichen Funktionen tf){y) und V^|(y) zu gewinnen 
die eine Schaar : 

Qqj Oj, ajj, ... 
in die beiden Schaaren : 

<»0, Ö», «4, ... 
^1» ^> ^6» ••♦ 

spalten. Es ist dies ein meines Wissens einzig dastehender 
Fall, in welchem die Entwiekelung des Integrals einer Differen*- 
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tialgleichung durch blosse Verstellung ihrer Glieder bald das 
allgemeine, bald ein besonderes Integral vorstellt ; und gewiss 
ist es weniger seltsam, dass man die allgemeinere Reihe 11 
durch die Transformation III in die Reihe I überführen kdnne, 
als dass I durch die Transformation lY in II übergeht. 

Die Entwickelung des^ntegrals der Gleichung r=q in Ex- 
ponentialreihen ergiebt Gleiches. 



§.98. 

Ueber die Beihenentwickelung des Integrals der Gletohung ras^ 

nach dem TAYIiOS'schen Satze. 

Behufs besserer Einsicht in diese Verhältnisse werde ich 
noch schliesslich drei Glieder der Reihenentwickelung von z 
nach dem TAYLoa'schen Lehrsatze angeben, <v^enn die Ausgangs- 
kurve in der Ebene yssax liegt. Wir setzen dann : 

y — ctx, y =a, y"~0, ... 

^ = g> {^)i £ = «'? e^c- 

Hieraus folgt nach § S6 : 

+^y'(-^ + -^ii— + -^jj + etc. 

Wir sehen erstlich , dass trotz der Einfachheit djer Diffe- 
rentialgleichung und der Grenzbedingung das Gesetz der Reihe 
kein einfaches ist. Weniger complicirte Reihen erhält man aus 
der vorstehenden, wenn man Jx oder Jy gleich Null setzt, und 
solche Reihen sind es, welche sich zur Anwendung eignen. 

Dann aber sehen wir, dass die Reihe sich auf die Form : 

;5 = G^+-^ + ^ + etc. 
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bringen lässt, d. h. z lässt sich nach fallenden Potenzen von 
a entwickeln. Der allgemeine Sinn dieser Bemerkung ist uns 
aus Capitel XV hinlänglich klar. Wir hatten dort (§. 87) ge- 
funden, dass, wenn z einer partiellen Differentialgleichung 
nter Ordnung zu genügen hat, seine Reihenentwickelung die 

Form Ä == Grt+ G. -I- ... + -?- -+• -^^ + etc. annimmt, wo 

die Exponenten von fft^ die in dem Gliede jeder Ordnung vor- 
kommende höchste negative Potenz angeben, und es würde die 
Reihenentwickelung von z, wenn man nach fallenden Potenzen 
von 91^ ordnet, die Form : 

n 

erhalten. 

In der obigen Reihe ist nun er = Slj ^^^^ ™^^ erkennt, wie 
sie für alle Lagen der Ebene y^ax einen Sinn hat , nur nicht 
wenn a verschwindet. Wird a = cx>, so hätte man in der Reihe 
für z die Differentiale nach x in solche nach einer auf der 
Linie y^ax gemessenen Länge Z* = a?*+y*==a?* (1 +«*) zu 
verwandeln , worauf die Reihe auch für er = oo Gültigkeit er- 
langen würde. Hat man die eben angegebene Transforma- 
tion ausgeführt, und man setzt — , Jy und x gleich Null , so 

folgt Reihe 11. Setzt man aber in der allgemeinen Reihe cc=0, 
y=0, i^^Xj ^=y5 so erhält man eine jden Reihen III und IV 
analoge Reihe V, die aber die negativen Potenzen von a ent- 
hält, und welche auf die Form I nur gebracht werden kann, 
wenn man den Umweg über Reihe II macht, d. h. erst a = oo 
setzt. Die Reihe Y kann also nicht die Eigenschaft haben , bei 
d&r einen Anordnung ein allgemeines, bei der anderen ein be- 
sonderes Integral vorzustellen. 



§. 99. 
Kurse Uebersicht über den Inhalt dieses Capitels. 

Giebt man dem allgemeinen Integral der partiellen Diffe- 
rentialgleichungen Reihenform, so wird es illusorisch, wenn 
die Grenzkurve in eine Charakteristik übergeht. 

Die Gleichung r=q> oder vielmehr, wie aus §.94 hervor- 
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geht, alle Differentialgleichungen, bei denen N^ = iV_ ist, ha- 
ben die merkwürdige Eigenschaft, dass sie ein besonderes 
Integral besitzen, welches diese Lücke ausfüllt, indem es 
allein dadurch, dass es die Charakteristik passirt, vollkom- 
men bestimmt ist , mithin nur eine willkürliche Funktion ent- 
hält. Man könnte es das »charakteristische Integral« 
nennen. Bei den partiellen Differentialgleichungen von der Form 
r SS 9) (a?, y, js, jo, q) hat das allgemeine Integral übrigens der 
Form nach denselben Umfang , wie bei den übrigen Differen- 
tialgleichungen zweiter Ordnung, da es zwei willkürliche , von 
einander völlig unabhängige Funktionen enthält. 

Im Gegensatz zu diesen Gleichungen sind bei den übrigen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung längs der Charakteri- 
stik keine, oder nur die ersten, oder die ersten und zweiten, 
aber nie die dritten und höheren Differentialquotienten von z 
bestimmt, und die sie passirende Integraloberfläche bleibt da- 
her im Uebrigen willkürlich. 

Bemerkung I. Man kann zwar, wie ich glaube, nicht 
durch je zwei beliebige Charakteristiken N^ und N^ einer 
Differentialgleichung r4-F = eine Integraloberfläche legen, 
ausser wenn N^ und N_ keine Differentialquotienten von z 
enthalten; allein unter gewissen Bedingungen wird es stets 
möglich sein*). Dann wird, wie ich nicht bezweifle, durch die 
beiden Charakteristiken die Integraloberfläche bestimmt**). 
Stellt man sich nun vor, dass durch allmälige Variation der 
Form der Differentialgleichung r+FssO die Differenz iV^ — iV_ 
immer kleiner werde, so sehen wir also, dass die Integral- 
oberfläche bestimmt bleibt, auch wenn die Differenz N^ — N_ 
verschwindet, d. h. wenn die beiden Charakteristikenschaaren 
in eine zusammenfallen. 



*) Denn diese Charakteristiken müssen sich im Allgemeinen schnei- 
den, wenn sie Charakteristiken der Integraloberfläche sein sollen, und da 
sie nun jede für den Durch schnittspunkt die zugehörigen Grössen p, q, r, s, t 
bestimmen, so muss von den beiden Charakteristiken mindestens verlangt 
werden, dass beide Bestimmungen in Einklang stehen. 

**) Ich kann diese Behauptung nicht beweisen. Allein es sprechen 
dafür allgemeine Betrachtungen, wie sie später beigebracht werden sollen, 
und dann Beispiele, z. B. die am Schluss dieses Hefts zur Sprache kom- 
mende Transformation der linearen Gleichungen nach der RiEMANM'schen 
Methode. 
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Bemerkung IL Bestimmt man hingegen eine Integral- 
Oberfläche irgend einer partiellen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung durch die Bedingung, dass sie durch «wei beliebige 
andere Kurven gehen soll , und man variirt das Gesetz dieser 
Kurven fortdauernd so, dass sie sich nähern und zuletzt zu- 
sammenfallen , so bleibt die Integraloberfläche bestimmt bis 
zu diesem Moment, auch wenn die Entfernung der Kurven noch 
so gering ist, wird aber unbestimmt, sobald die Kurven zu- 
sammengefallen sind. 

Dies führt uns darauf, an die Stelle der einläufigen Grenz- 
bedingung, welche die Integraloberfläche durch eine Grenz- 
kurve und die Tangentialebene der Integraloberfläche längs der 
Grenzkurve bestimmt, folgende zu setzen: die Integralober- 
fläche ist bestimmt, wenn sie durch zwei gegebene Kurven 
gehen soll, diese mögen endlich entfernt sein (zweiläufige 
Grenzbedingungen) oder einander durchweg unendlich nahe 
verlaufen (einläufige Grenzbedingungen). 

Diese Bemerkung vermittelt einen Uebergang zwischen bei- 
den Arten von Grenzbedingungen. 



Nachträge. 

§. 400. 

I. Zur Variation der Büferentialgleichungen der Charakteristiken 

der Oleichung: r+ 2iV!y + iV»<+ ü=0. 

Die Variation der pifferentialgleichungen der Charak- 
teristiken der partiellen Differentialgleichungen, bei denen 
iV^ = iV_=iV ist, ergab das unbedingte Verschwinden aller 



n 

Z 
m 



Variationen dz längs der Charakteristiken. Es lässt diese 



Schlussfolgerung aber doch Ausnahmen zu, deren ich hier 
zwei erwähnen will. 

1) Wenn wir die Differentialquotienten nach x und nach y 
der Differentialgleichung p + F=0, wo F nur a?, y, js, q ent- 
hält, bilden : den zweiten mit Q multipliciren und beide addi- 
ren, folgt die partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung : 

r4-2<?5 4-<?*i + X'4-<?r = 0. 
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Eine jede Lösung der Gleichung pn-FnO ist ebenfalls eine 
Lösung der vorstehenden. Aber längs der Charakteristiken 
der Gleichung p 4- F=s 0, die nothwendigerweise auch Charak- 
teristiken der eben aufgestellten Differentialgleichung zweiler 
Ordnung sind, findet keine Bestimmung der Differentialquo- 
tienten von z von der zweiten Ordnung mcl. an statt, und die 



dz verschwinden nicht mit Ausnahme von dp und dq. Der 



analytische Grund , weshalb gerade die Gruppe der Charakte- 
ristiken der Gleichung p4-F=sO unter den Charakteristiken jener 
Gleichung eine Ausnahme bildet , ergiebt sich bei Betrachtung 
der Differentialgleichungen der Charakteristiken zu leicht, um 
länger dabei zu verwetten. 

2) Die Differentialgleichungen der Charakteristiken der 
Gleichung r + iNs + N^tH-U^ für die Variabein r, s, t sind 
folgende : 

A + iVA + fä^ («-hM)-hP5 + <?*-+- rldx«0. 

Von N nehme ich an , dass es nur o?, y, z enthalte , daher ist 

&^^ + p|f' -^ = ***'•' fen»eristP = -^, Q = etc. 

Dann sieht man auf der Stelle , dass in beide Gleichungen die 
Grössen r, s, t nur in der Verbindung 

längs derjenigen Charakteristiken eingehen, für welche die 
Gleichung : ' ' 

dN^(Q-PN)dx 

stattfindet. Längs dieser werden auch blos die Grössen: 
dr «4- NdSj ÖS + Not verschwinden, und keineswegs die einzel- 
nen Variationen dr, 3s, dt, mithin die Variationen der höheren 
Differentialquotienten ebenfalls nicht. 

Fragt man überhaupt, wie die Bedingung laute, vermöge 
deren in den variirten Differentialgleichungen der Charakteri- 
stiken der Gleichung r4-F=0 für N^=iN_ (§. 94) die Varia- 
tionen sämmtlicher Differentialquotienten von z bis zu einer 
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beliebigen Ordnung nicht zu verschwinden brauchen, fragt man 
also nach den durch Elimination dieser Variationen sich erge- 
benden Gleichungen, so fällt man stets auf die nämliche: 

dN=:(Q^PN)dx. 

Bemerkung. Die Gleichung dN^=i[Q^PN)dx^ welche 
durch Elimination der Differentiale übergeht in : 

kann auch vermöge einer geeigneten Beschaffenheit der Funk- 
tionen N und U identisch erfüllt werden. Dann muss näm- 
lich sein : 

WO N von cc, y, z und tp von a?, y, a, p 4- Nq auf beliebige 
Weise abhängen können. 

Genügen nun N und U dieser Bedingung , so liefern die 
Differentialgleichungen der Charakteristiken vermöge der par- 
tiellen Differentialgleichung ein System von fünf gewöhnlichen 
Differentialgleichungen, öder wenn man die beiden Aggregate 

.r-H^Ä, ä-hM durch -—- und -^ ersetzt, ein System von vier 

gewöhnlichen Differentialgleichimgen für o?, y, js, p, g, von de- 
nen die eine zweiter Ordnung ist, so dass ihre Integrale fünf 
Constanten enthalten. 

Corollar zur obigen Bemerkung. Wenn, wie in 
dem eben besprochenen Fall, die Differentialgleichungen der 
Charakteristiken der Gleichung r4-F=0 ein System gewöhn- 
licher Differentialgleichungen bilden, und sie würden, wie dort, 
fünf Integrale mit den Grössen (r, y, js, p, g, r, s von der Form : 

liefern, so ist zur Auffindung der Integraloberfläche, welche 
eine Kurve yx = X;(a?i), jSi = XJa?i) enthält, und darin die Be- 
dingung (p (a?i, yi, 5fi, pi, ji) =0 erfüllt, folgendes Verfahren 
einzuschlagen. Man hat für einen Punkt in der Grenzkurve die 
Gleichungen : 
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fn (^i, yi) ^i, Pi, ?i, n+iVi^i) ==fn (^7 Vj «7 Py ?7 r ^.^5) 

yi = A(a?,), Ä,=rA,(a7,), 9 = 

Ich habe alle Variabein an der Grenze der Deutlichkeit we- 
gen mit dem Index I versehen, und die Grenzbedingungen sind 
dieselben, wie §. 86 , so dass ich hier ihre Herleitung unter- 
lassen darf. 

Eliminirt man nun aus den fünf Integralen die Grössen 
p, 9, V'^Ns, so behält man zwei Gleichungen. Zu diesen zwei 
Gleichungen kommen noch die unter den Integralen tp^^ s= ^^ 
stehenden sieben Gleichungen hinzu, wodurch man im Ganzen 
neun Gleichungen erhält , in denen noch die zu eliminirenden 
acht Variabein an der Grenze : a?i, yi, Zi, pi, ^i, r,, Si, ti vor- 
kommen. Durch Elimination dieser Variabein folgt dann eine 
Gleichung, die nur Xj y, z erhält, und die als das Integral der 
Gleichung r4-F = angesehen werden muss. 

Wenn r, s, t in den Integralen nicht in der Verbindung 
r-^Ns, 5 -f- M vorkommen können, so müssen sechs Integrale 
vorhanden sein, um alle Variabelu an der Grenze und die Dif- 
ferentialquotienten von z im ganzen Gebiet der xy Werthe eli- 
miniren zu können. 



§. iOi. 

n. Ueber die Verschiedenheit der Ergebnisse bei der Variation 
der partiellen DififerentiaJIgleichmigen selbst und der Differential- 

gleichungen ihrer Charakteristiken. 

Diese zweite nachträgliche Bemerkung betrifft ein Beden- 
ken, welches bei der Vergleichung früherer Entwickelimgeu 
(§. ii und ni. Abschn. Einl.) mit denjenigen dieses Capitels 
leicht entstehen kann. Es handelt sich um die verschiedenen 
Ergebnisse der Variation der partiellen Differentialgleichungen 



222 V. Abschnitt : GrenzbediAg. bei d. part. DUferentialgl. «tc. §. 404 . 

und der Variation der totalen I^fferentialgleichungen ihrer Cha- 
rakteristiken. Um also die Frage zu specialisiren , wissen wir 
.^ einerseits aus §. 89, dass bei den partiellen DiflFerentialglei- 
f chungen erster Ordnung die Variationen dp, dq längs der Cha- 
^. rakterisiken verschwinden, andererseits fanden wir (III. Ab- 
. sehn. Einl.) die Differentialgleichung der Charakteristiken: 
Pdy^Qdx = durch Variation von F {x, y, ä, p, ?)=0, 
pdx + qdy =s dz nach p und q, und Elimination der Variationen 
dp, dq aus den Gleichimgen : Pap + Qdq = 0, dpdx + dqdy = 0. 
Ebenso fanden wir (§. 21) die Gleichung i?, = durch Elimi- 
nation von dr, d«, dt aus den Gleichungen Ädr-*-Sd5+rdi= 0, 
drdx + dsdy = 0,d5da? 4- dtdy = 0, und §. 91 weisen wir nach^ 
dass dr, ds, dt längs der Charakteristiken verschwinden. 

Daraus folgt natürlich, dass die Variationen in beiden Fäl- 
len nicht dieselben Grössen sein k()nnen, und m'an hat nun 
nach dem Unterschied beider Gattungen von Variationen zu 
forschen. Fttr die partiellen Differentialgleichungen erster Ord- 
nung zunächst lässt sich dieser Unterschied auf Grund der Ke- 
geltheorie in sehr präciser Form darstellen. 

Durch jeden Strahl des Strahlenbüschels der Integral- 
kurven kann man (Grenzfälle ausgenommen) an den Polarkegel 
' mindestens zwei Tangentialebenen legen. Mithin kann man 
durch eine willkürliche Grenzkurve stets mindestens zwei In- 
tegraloberflächen legen. Je kleiner der Winkel der Elemente 
der willkürlichen Kurve gegen den Polarkegel, desto klehier 
ist der Winkel , unter dem sich die Integraloberflächen in der 
Grenze treffen. Verschwindet jener Winkel, so verschwindet 
auch dieser. Denken wir uns nun eine Kurve durch die Cha- 
rakteristiken einer Integraloberfläche / gelegt, die sie aller- 
wärts unter endlichem, aber sehr kleinen Winkel schneidet. 
Durch diese Kurve können wir also mindestens eine andere 
Integraloberfläche /, legen, welche / unter endlichem sehr 
kleinen Winkel schneidet. In der gemeinsamen Kurve bestim- 
men die Grössen p und q die Normale von /, und p^Jp, 
q-^Jq die Normale von Jy Lassen wir den Winkel der trans- 
versalen Kurve mit den geschnittenen Charakteristiken unend- 
lich klein werden , so gehen Jp und Jq in dp und dq über, 
und dies sind die Variationen des §. S1 und der Einleitung zum 
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in. Abschnitt, deren Elimination nach den Principien der IMf- 
ferentialrechnung die transversale Kurve an der Grenze ^ d. i. 
eine Charakteristik ergiebt. Dagegen sind in den Charakteri- 
stiken die Grössen p und q für alle sie passirenden Integral- 
oberflächen dieselben, d. h. in der Charakteristik sind von 
einer Integraloberfläche zur andern dp und dq gleich Null , und 
dies sind die Variationen der §§. 89, 91, u. s. f. 

Hiermit wäre die Schwierigkeit für die partiellen Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung beseitigt. Aehnliche Be- 
trachtungen gelten für die partiellen Differentialgleichungen der 
höheren Ordnungen. Ich werde auf diese Frage aber nur noch 
bei den partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung ein- 
gehen, weil hier die Betrachtung eine kleine Veränderung 
erfährt , die sich dann bei den Differentialgleichungen höherer 
Ordnungen in ähnlicher Weise wiederholt. 

Wir denken uns wieder die Integraloberflächen J, /, und 
die sich in einem Punkt kreuzenden Richtungen (a, 6) einer 
Contactcharakteristik und (w, v) einer durch die Charakteristi- 
ken gelegten Kurve construirt. Setzen wir von vorne herein 
^p und Jq gleich Null, so werden z/r, zts, Jt endliche Werthe 
haben, die abermals gleichzeitig mit den Differenzen a — w, 
6— v unendlich klein werden (in welchem Stadium ihre Eli- 
mination die Differentialgleichung 91^^ = der Gontactcharakte- 
ristiken liefert) und für a=t^, ft=v verschwinden. Um ein Bild 
zu gebrauchen , denke man sich , ein Kreis mit dem Halbmes- 
ser q sei Berührungskreis der ebenen Kurve K in dem Punkt 
^, und es seien ^^ und ^^ zwei an beiden Seiten von ^ 
und endlich davon entfernt auf der Kurve jfiT gelegene Punkte. 
Lässt man nun den Kreis g auf der Kurve jS' von ^^ nach ^^ 
rollen, so wird seine Berührung mit der Kurve K in dem 
Interwall ^^ ^ der Berührung der Integraloberflächen / und 
/^ für endliche Werthe von a— t/, 6— v entsprechen, und wenn 
der Kreis die Kurve im Punkt ^ berührt, so entspricht dies 
dem Contact der Integraloberflächen in der Charakteristik 
a=w, 6=1;. 

Setzt man aber Jp und Jq nicht gleich Null, so gestalten 
sich die Vorgänge verwickelter. Die Variationen können nicht 
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eliminirt werden, und es bedarf der Betrachtung des §. 94, 
um zu I)eweisen, dass sie in der Contactcharakteristik ver- 
schwinden. 



Wir sind in den bisherigen Abschnitten bemüht gewesen, 
Theorie der Charakteristiken darzulegen mit geringer Ab- 
weichung unter Zugrundelegung der von Moxge gegebenen 
Definition dieser Kurven, welche ich §. 4 mitgetheilt habe. 
Allein ich glaube , die wahre Bedeutung der Charakteristiken 
ist eine ganz andere , und diese Bedeutung verleiht ihnen eine 
Wichtigkeit für die Theorie der partiellen Differentialgleichun- 
gen, welche keine Anstrengung, um ihre Eigenschaften näher 
zu erforschen, überflüssig erscheinen lässt. Man wird ver- 
möge der neuen Definition erkennen, dass die Charakteristiken 
in der innigsten Beziehung stehen zu der Natur der durch die 
partiellen Differentialgleichungen be^immten Funktionen. Und 
es soll im nächsten Capitel meine Aufgabe sein, diese wahre 
Bedeutung der Charakteristiken auseinander zu setzen. 



XVII. Bei den partiellen Differentialgleieliungen sind 
Charäliteristilien die spontanen Grenzen der Integral- 

oberflAciien. 

In diesem Capitel werde ich das im Titel ausgesprochene 
Princip erläutern. Ich muss aber von vorneherein die Nach- 
sicht des Lesers in Anspruch nehmen , wenn dies jetzt nur an- 
deutungsweise und ohne strenge Beweisführung geschieht. Der 
Zweck der folgenden Seiten ist nicht eine vollendete Theorie 
aufzustellen, sondern vorerst nur den Weg anzugeben, den ich 
bei der ferneren Untersuchung eingeschlagen habe. Die ge- 
nauere Begründung des Einzelnen nach dem von mir benutz- 
ten geometrisch synthetischen Verfahren würde, wenn in diese 
kurze Darstellung verflochten , sie nur unklar und schleppend 
machen , während die Richtigkeit der aufzustellenden Behaup- 
tungen evident erscheinen wird, sobald wir, dem naturgemäs- 
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sen Gange der Untersuchung folgend, tiefer in die Theorie ein- 
gedrungen sein werden. 



§. 108. 

MnJges über die ältere Definition der CharakteriBtiken , und 

SSrörterong einiger Grundbegriffe: über Bestimmtsein der 

Integraloberfläche» spontane Grenzen» etc. 

Der Monge' sehen Definition gemäss ist unter Charakteristik 
die Kurve EU verstehen, gegen welche die Schnittlinie zweier 
unendlich wenig von einander verschiedenen Oberflächen con- 
vergirt, wenn der Unterschied der Gestalt beider Oberflächen 
verschwindet. Um über die Beschaffenheit dieser Kurven in 
einem bestimmten Falle näheren Aufschluss zu erhalten , habe 
ich (Kap. IX) unter dem Namen »Grenzschnittlinie« die Durch- 
schnittslinien der Kegelflächen betrachtet. Erinnern wir uns 
an die Ausführungen des c. Kap., so sehen wir leicht ein, dass 
der ältere Begriff der Charakteristik oder Grenzschnittlinie 
nicht wesentlich mit der Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen zusammenhängt , vielmehr ein rein geometrischer 
ist. Die neuere Definition der Charakteristik als spontane 
Grenze der Integraloberfläche macht dagegen aus der Be- 
trachtung dieser Kurven einen integrirenden Bestandtheil jener 
Theorie , wie ich dies, nach vorgängiger Erörterung wichtiger 
Grundbegriffe, zeigen werde. 

Wir haben in dem Kap. XV gesehen, dass die Integral- 
oberfläche einer partiellen iDifferentialgleichung nter Ordnung 
bestimmt ist, wenn sie eine gegebene Kurve enthalten soll, und 
in dieser Kurve alle Diflerentialquotienten von z nach x und y 
bis zu den w— Isten incl. gegeben sind. Das Gesetz der Grenz— 
kurve war ein willkürliches. Nimmt man nun an, dass von der 
Grenzkurve nur ein endliches Stück und längs dieses Stückes 
alle partiellen Differentialquotienteu von z bis zur w— -Isten 
Ordnung gegeben seien, so fragt es sich zunächst ob dieses 
endliche Stück überhaupt eine Integraloberfläche bestimmt, 
dann ob es ein endliches Stück davon bestimmt, und endlich, 
wenn dies der Fall ist, welches die Begrenzung dieses endli-7 
eben Oberflächenstückes sei. 

Um diese Fragen beantworten zu können, müssen wir uns 

P. DO Boi«-Bbtmond, Beitrage. i& 
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erst darüber klar werden ^ was man unter Beslimmtsein der 
Integraloberfläche zu verstehen habe. 

Ich glaube man kann sagen: eine gewisse Grenzbedingung 
bestimmt das Integral, wenn man mit ihrer Hülfe eine oder meh- 
rere Integraloberflächen construiren kann, die ursprünglich, wie 
b^i einer jeden derartigen Gonstruetioo, aus endlichen Ele- 
menten zusammengesetzt, beim Uebergang mr Grenze gegen 
eine oder mehrere um ein Endliches von einander verschie- 
dene stetige Integraloberflächen oonvergirt. Eine übrigens 
zur Individualisirung der Integraloberfläcbe genügende Grenz- 
bedingung wird nämlich auch mehrere oder unendlich viele 
Integraloberflächen bestimmen k(}nnen, wie dies z. 6. bei den 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung stattfindet^ 
wenn die Directrix des Normalenkegels eine Kugelspirale ist : 
und doch wird man von einem Beslimmtsein der Integralober- 
fläche reden dürfen ; nur muss die Grenzbedingung nicht zur 
GoBstruction einer Schaar stetig in einaüder übergehender In- 
tegraloberflächen dienen ki>nnen. Wiewohl auch hier noch zu 
unterscheiden wäre ob diese Schaar vermöge eines willkürli- 
chen Parameters oder einer willkürlichen Funktion variirt. Da- 
nach hätte man also noch Grade der Bestimmung des Integrals 
zu statuiren, worauf ich indess nicht weiter eingehen will. 
Eine einläufige Grenzbedingung bestimmt dann eine Inte- 
graloberfläche , werden wir sagen , wenn sie zunächst eine ihr 
unendlich nahe verlaufende zweite Grenzbedingung bestimmt, 
diese eine dritte, u. s. f., so dass der Ort der successiv 
construirten Grenzen gegen eine stetige Integraloberfläche con- 
vergirt. 

Wenn nun ein endliches Stück einläufiger Grenzbedingung 
zur Gonstruction gegeben ist, und die Construction , von der 
angenommen wird, dass sie vollkommen richtig sei, liefert 
beim Grenzübergang auch ein^ gleichgUlMg ob nach allen Rieh- 
timgen oder nur nach einigen , begrenztes Stück Integralober- 
fläche, und wenn keine Construction möglich ist, die ein grös- 
seres Stück davon lieferte, so sollen die Grenzen dieses Stückes 
Integraloberfläche, insofern es nicht die zur Construction die- 
nende Kurve selbst, oder Rückkehrkanten oder dergl. sind, 
die »spontanen Grenzen« der Integraloberfläche genannt 
werden. 
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§. 103. 
Allgemeine Constraotion von Integraloberfläehen, 

Was nun die Construction der Integraloberflächen betrifft, 
so lässt sie sich natürlich nach sehr mannigfaltigen Methoden 
ausführen. Allein bei allen Methoden ist ein sehr wichtiger 
Punkt zu berücksichtigen, auf den man zuerst aufmerksam 
wird, wenn man sich die Aufgabe stellt, ein endliches Stück 
Integraloberfläche zu construiren. Deshalb kann man geradezu 
sagen, dass alle bisherigen Constructionen, diejenige der In- 
tegraloberflächen der partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung, welche ich in diesem Hefte §. 67 mitgetheilt habe 
und die Construction der §§. 17 und 48 ausgenommen, unge- 
nügend sind. Wir werden weiter unten sehen, weshalb. Zuerst 
werde ich ein allgemeines Constructions verfahren der partiellen 
Differentialgleichungen nter Ordnung andeuten, um daran die 
ferneren Bemerkungen zu knüpfen. 

Statt der einläufigen Grenzbediugung, nach welcher zur 

n 

Construction die Differentialgleichung i5+F=0, eine Kiure K 



und längs dieser Kurve sämmtliche Differentialquolienten von 
» bis zur (n— Ijsten Ordnung incL oder wenn man will die 
Tangirende (n— Ijsten Grades (§. 89) gegeben sind; statt die- 
ser Grenzbedingung, kann man die n läufige einführen, nach 
welcher die Integraloberfläche n gegebene Kurven enthalten 
muss, und ähnlich, wie §. 99 für zweiläufige Grenzbedingun- 
gen mitgetheilt, geht die n läufige in die einläufige tlber, wenn 
man die n Kurven sich nähern lässt, bis sie einander unend- 
lich nahe verlaufen, jedoch natürlich so sich nähern lässt, 
dass man eine beim Grenzübergang stetige Oberfläche durch 
sie hindurchlegen kann. Wir wollen alse als Grenzbedingung 
annehmen, es seien n Kurven: iST^, K^, ... K^ gegeben, von de- 
nen iSTg unendlich nahe K^; K^ unendlich nahe Ä^; u. s. f. ver- 
läuft, und zwar in der Weise, dass die Abwickelbare, die durch 
ÜTj und K^ *) gelegt wird, mit der Abwickelbaren K^, K^ überall 
einen Winkel von der Ordnung der Entfernung der Kurven K^^ 
K^ von einander einschliesst. R^ kann man als die gegebene 

*) Mit dieser Abwickelbaren ist die Hülle der successiven Lagen einer 
aaf Kl und K^ rollenden Ebene gemeint. 

15* 
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Kurve, K^ ... K^^ als die Differentialquotienten von z längs der 
gegebenen Kurve vertretend ansehen. Um aber die Betrach- 
tung zu vereinfachen, wollen wir femer annehmen, die Kurven 
K seien eben und auf Ebenen gelegen, in denen y constant ist. 
Man wird übrigens die partielle Differentialgleichung immer so 
transformiren können, dass die Kurven K eben werden. Man 
braucht nur die Kurven, als zu einer Schaar mit dem Parameter 
a gehörig, anzunehmen, und dann statt x und y neue Variabein 
einzuführen: nämlich erstens a, durch die y Goordinate des 
Durchschnittspunktes der Kurven K mit der yz Ebene ausge- 
drückt, zweitens die rectificirte Länge der Kurven K von jenem 
Durchschnittspunkt an gemessen. 

Dies vorausgeschickt, seien also auf n der xz Ebene par- 
allelen, in unendlich kleinen Distanzen auf einander folgenden 
Ebenen E^j E^.., E^^ die n Kurven K^ ... K^ gegeben, und es sei, 
denkt man sich irgend zwei Ebenen Ep und E^^., in eine zu- 
sammengeschoben, die sich dabei ergebende Distanz der Kur- 
ven Kp und Ep^^ nirgends von einer niederen Ordnung als die 
Ordnung der Entfernung von Ep und Ep^^ vor ihrer Annähe- 
rung. Die Durchschnittspunkte einer Schaar jE'', JF", ... £<*") von 
der yz Ebene parallelen Ebenen mit den Kurven K wollen wir 
dem Algorithmus des §. 64 gemäss bezeichnen, und es sei also 
^^^ der Durchschnittspunkt der Kurve Kp mit der Ebene E(^). 

Wir wollen nun untersuchen ob wir mit Hülfe der Coor- 
dinaten der Punkte ^^ , wo p zwischen i und n liegt, auf der 

Ebene ^n+i ^^® Punkte ^„^^ construiren können, und wieviel 
solcher Punkte man erhalten würde, wenn q zwischen 4 und m 
liegt. 

Die Projectionen irgend zweier benachbarten Punkte ^, 
wie in §. 64 bezeichnet, übersieht man sofort, dass 

i) z ein Aggregat ist aus den Differenzen : 

d^z^y d^Z2j ... d^Zf^j d^x^, d^a?^, ... d^x^ 

n 

2) z ein Aggregat ist aus den Differenzen : 

n 

dz\ dz'\ ... djsW, dy\ dy\ ... dyW 

n 

3) z ein Aggregat ist aus Differenzen d und d^ , welche 
* in das Rechteck ^/^r"'"^*^^^;"/'*-*^^', gehören. 
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Wir werden annehmen, dass die partielle Differentialglei- 
chung nter Ordnung den Differentialquotienten z enthält, und 

n 

können dies unbeschadet der Allgemeinheit gegenwärtiger Be~ 
trachtung um so eher, da dieser Differentialquotient durch 
Veränderung der Yariabeln immer in die Differentialgleichung 
eingeftihrt werden kann. Die hervorzuhebenden Momente ge- 
winnen aber durch die Vereinfachung , welche obige Annahme 
mit sich bringt, an Klarheit. 

Gegeben sind alle Differenzen innerhalb des Rechtecks 
?/?n?r*i'"^- Dies berücksichtigt, ist dz^ durch die Differen- 
tialgleichung bestimmt, wenn man dy^ nach Willkür annimmt, 
also ist der Punkt $'^+1 bestimmt. Genau so bestimmt man mit 
Hülfe der gegebenen Grössen und der Differentialgleichung den 

Punkt $1+, u. s. f., so dass die Kurve K^^^ auf der Ebene 

im m^ n\ 

-^n+1 vom Punkt ^n+i ^^^ ^^^ Punkt ^„+t punktweise con- 
struirt ist. 

§,104. 

Die gewShnliehen Construktionen sind, wie die des vorigen §, 

ungenügend« 

Aus dieser Gonstruktion folgt zweierlei: Erstens sehen 
wir, dass die Kurven K^ ,,. K^ allerdings eine neue Kurve Ä'n+j 
bestimmen, dass man daher mit Htilfe der Kurven K^ ... ^^+| 
eine fernere Kurve K^^^ muss construiren können, u. s. f. Der 
Ort der Kurven K^ ... m in f. wird eine Integraloberfläche sein. 

Zweitens erkennen wir, dass, wofern die Kurve K^ be- 
grenzt ist, (in unserer Constructio'n ist sie es und erstreckt 

sich vom Punkt ^/ zum Punkt ^^ ) auch die Integralober- 

fläche Grenzen hat, und zwar ist dies einerseits ihre Schnitt- 
linie mit der Ebene jE'', andererseits eine Kurve, welche die 

Punkte : ^„'ü^l" , ?«^V~ > ••• verbindet, und welcher wir hier 
aus Gründen, die sofort erhellen werden, keine Beachtung 
schenken wollen. 

Das erstere Ergebniss, dass man mit Hülfe der n fachen 
Grenzkurve eine Integraloberfläche der Differentialgleichung 
nten Grades construiren könne, ist ganz in der Ordnung und 
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stimmt sowohl mit dem Ergebniss der allgemeinen Reihenent- 
wickelung des §. 87 wie mit den bekannten Constructionen der 
Differentialgleichungen erster und zweiter Ordnung tiberein. 

Die zweite Folgerung dagegen, dass die Ebene E' die In- 
tegraloberfläche , welche durch das bei ^/ beginnende Stück 
der Kurve K^ bestimmt wird, begrenzt, also so zu sagen den 
Umfang des Einflusses der Kurve K^ nach der einen Seite hin 
abschliesst — diese Folgerung ist auf den ersten Blick bedenk- 
lich, bei genauerer Betrachtung aber falsch. Wir können näm- 
lich ganz ohne Schwierigkeit statt dieser spontanen Grenze 
irgend eine andere herausconstruiren , wenn wir statt der 
Ebenen J^*^ beliebige auf der xy Ebene senkrecht stehende 
Cylinderfläcben zur Gonstruction benutzen. Denn die DifiFeren- 

n 

tialquotienten z lassen sich stets durch die Difierenzen d imd d, 

ausdrücken , wenn mit diesen Zeichen wieder die Projectionen 
der Entfernungen der Durchschnittspunkte der Cylinderflächen 
mit den Kurven K angegeben werden. Die Richtigkeit dieser 
Bemerkung leuchtet zwar bei einiger Ueberlegung sofort ein. 
Grösserer Evidenz wegen , werde aber ich eine ganz ähnliche 
Construction im einfachsten Falle der Differentialgleichungen 
erster Ordnung strenger durchführen. 



§. 105. 
Eine einfache Construction zum Beleg dei^ Schlüsse des vorigen §. 

Für einen Punkt ^/ construiren wir die Tangentialebene 
(Pi'j 9i') • H^®^ bedeuten jp/ und q^ die negativen Neigungstan- 
genten des Loths an die Tangentialebene , und diese ist irgend 
eine Tangentialebene des für den Punkt ^/ als Spitze construir- 
ten Polarkegels. Auf der Tangentialebene gehen wir längs der 

Richtung (w/, v/) zum Punkt ^, über; für welchen die Ebene 

(Pg , q^] construirt wird, auf der wir in der Richtung (t/^', v^) 
zum Punkt ^g' gelangen, u. s. f. So entsteht eine erste poly- 
gonale Kurve: ^/, ^/, ^3 .... Nun gehen wir auf der Ebene 
(p/, q^) vom Punkt ^/ in der Richtung (u/, J)/) zum Punkt ^," 
über; auf der Ebene (p^, q^] in der Richtung (U2', O zum 
Punkt ^g" über ; auf der Ebene (pg , q^) in der Richtung (Uj , »g') 
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xum Punkt ^j'' über; u. s. f. So entsteht eine zweite polygo- 
nale Kurve: ^^\ ^^'t ^8 ' •••• ^lu dieser construiren wir, ge- 
nau so wie wir sie aus der ersten gefunden haben , eine dritte 
polygonale Kurve $/", 'iß,'", ^3'", ...; u. s. f. minßn. 

Wir haben dann zwei sieh kreuzende Schaaren von poly- 
gonalen Kurven erhalten, nämlich 

<) '^t\ ^r, *1"^ •••• oder Ä'("). 
«) ^«', W, %'""•■ oder iSr„ 

Die Conslruction ist vollkommen symmetrisch in Bezug auf 
beide Kurvenschaaren, oder einfacher in Bezug auf die beiden 
Grenzkurven K^ und K\ Mit andern Worten, es ist gleichgül- 
tig, ob man die erste Folge von Punkten oder die zweite zuerst 
construirt. 

Die sich kreuzenden Schaaren von polygonalen Kurven 
bilden gebrochene Facetten, und zwar liegt an dem Punkt 

^J vom Punkt ^/ am meisten abgewendet die Facette 
15m^^mi.t^m^i^^m'*"*\ die man als aus den Bruchflächen 
Vm\ %+.j Vm und ^«+, ^^^., ^)n Zusammengesetzt 
anzusehen hat. Die erste Bruchfläche ist die Ebene (p,^ , q)n ) 

und beide Bruchflächen stossen aneinander unter einem Win- 
kel von der Ordnung der Seiten der Facette, die natürlich von 
gleicher Ordnung gedacht sind. 

Bei dieser Construction erkennt man nun auf das deut- 
lichste, dass, wenn die eine der Kurven iST,, K' als vom Punkt 
$/ an gegebene Grenzkurve angesehen wird, die andere un- 
möglich gegen die spontane Grenze der Integraloberfläche con- 
vergirenkann, denn jedenfalls bleibt eine ihrer Projectionen will- 
kürlich, und dies würde keinen Sinn haben. Ausserdem kennen 
wir aber bereits die spontanen Grenzen der Integraloberflächen 
'bei den partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung: es 
sind hier nämlich die Integralcharakteristiken, da man mit zwei 
Elementen willkürlicher Kurve einen Integralstreifen und wei- 
ter nichts, mit einem dritten Element einen zweiten Integral- 
streifen, u. s. f. construiren kann. 

Wir schliessen also erstens , dass die eben ausgeführte 
Construction zur Auffindung der spontanen Grenze nicht dient. 
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Ferner, da wir wissen, dass der Eisfluss der Kurve Äf sich 
nicht über eine gewisse den Punkt $/ passirende Integralcha-* 
rakteristik hinaus erstreckt, unsere Gonstruction aber an diese 
Grenze sich nicht kehrt , so müssen wir annehmen , entweder 
^ dass wir so eben zwei verschiedene Integraloberflächen con- 
struirt haben , die , durch irgend eine gemeinsame Bedingung 
immerhin verbunden, doch noth wendig beide die Charakteristik 
^/ zur spontanen Grenze haben , oder dass obige Gonstruction 
überhaupt keine beim Grenzübergang stetige Integraloberfläche 
liefert, dass sie divergent sei. 

Da nun alle mir bekannten Constructionen*) die nämliche 
UnvoUkommenheit zeigen, erheischt die synthetische Behand- 
lung der Frage , welches die spontanen Grenzen der Integral- 
oberfläche seien, eine tiefere und genauere Untersuchung, die 
wir, ihre allgemeine Beantwortung im Auge, wieder am besten 
an die Betrachtung der partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung anknüpfen werden. Vorher wird es aber gerathen 
sein, die Beantwortung der Frage wenigstens im Grossen und 
Ganzen durch geeignete Raisonnements zu versuchen^ um der 
geometrischen Untersuchung die richtige Bahn vorzuzeichnen. 



KnUtieluig der spontaBen Crenxeii der Iiitegrai^kerliaekeii. 

§. 106. 
PajrtieUe Differentialgleichungen erster Ordnung« 

h) Lineare. Die Grenzkurve JST erstreckt sich vom Punkt 
^^ bis zum Punkt ^,. Die Integraloberfläphe ist der Ort der 
Charakteristiken , welche die Kurve K passiren und ihre spon- 
tanen Grenzen sind die Charakteristiken, welche die Punkte Sß^ 
und ^j enthalten. (§.16.) 

2) Nichtlineäre. Die Integraloberfläche ist der Ort der- 
jenigen Integralcharakteristiken, welche die Kurve JST passiren, 
und bei ihrem Durchgang durch diese Kurve von der gemein- 
samen Tangentialebene der Kurve und des Polarkegels, dessen 
Spitze auf der Kurve liegt, berührt werden. Die spontanen 



*) Mit Ausnahme der eingangs g. 403 citirten Constnictionen von Inte- 
graloberflächen in diesem Hefte. 
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Grenzen sind diejenigen unter diesen Gharakleristiken , welche 
die Punkte % und ^^ enthalten. (AbschniU lY.) 



§. 107. 

Fartielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Vorbe- 
merkung. 

1] Das hierher gehörige System: 

up-i-vq =4 

In diesem System sind z, z^ abhängige j x, y unabhängige Ya- 
riäbeln; p, q\ P|, q^ die partiellen Differentialquotienten von 
z und j5j nach x und y ; die Grössen w, t; ; u, ö Funktionen der 
Yariabeln a;, y, j», js^. Wir wissen aus §.47 und 48, dass mau 
durch zwei conjugirte Kurvenst'ücke , die sich beide von den 
conjugirten Punkten ^^^ und ^^ bis zu den conjugirten Punkten 
^j und ^j' erstrecken, zwei dreieckige Stücken Integralober- 
fläche legen kann, deren spontane Grenzen gemeinschaftliche 
Projectionen haben : die Projectionen derjenigen Charakteristi- 
ken der beiden conjugirten Integraloberflächen, w^elche die 
Punkte ^Q und ^/ oder ^^ und ^^ (die Projectionen müssen 
sich nämlich schneiden) passiren. 

2) Die partiellen Differentialgleichungen zwei- 
ter Ordnung im Allgemeinen. Wir haben diese Diffe- 
rentialgleichungen in solche mit reellen und in solche mit 
imaginären Charakteristiken getheilt, jenachdem die Grösse 

\T-\ — 4g-g^ = W wesentlich positiv oder wesentlich nega- 
tiv war. Um diese Unterscheidung behufs der nachfolgenden 
Untersuchungen genauer durchzuführen, bemerke ich, dass 
man eigentlich nicht die Differentialgleichungen, sondern die 
Integraloberflächen nach dem Yorzeichen von W in Klassen ein- 
zutheilen hat. Denn abgesehen davon, dass die Grösse W in 
den gleich näher anzugebenden Fällen wesentlich positiv oder 
negativ ist, kann sie ihr Zeichen von einer Gegend des Raumes 
zur andern, auch auf einer Integraloberfläche wechseln. 

Es sei zunächst W eine Function von o?, y, z allein. Dann 
trennt, allgemein zu reden, die Oberfläche Ws=0 den Raum in 
Partieen, wo W positiv, und in solche wo Wnegativ ist. ( Wkann 
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beim Durchgang durch die Fläche W^O auch sein Zeichen be-* 
halten). In denjenigen Theilen des Baumes, wo W negativ ist, 
werden die Integraloberflächen keine Gontactcharakteristiken 
haben, und wenn eine Oberfläche vom positiven Raum , durch 
W=0 hindurch, in den negativen sicherstreckt, so reichen ihre 
Charakteristiken nur bis zur Schnittlinie der Integraloberfläche 
und der Oberfläche W=0. Ist ferner z. B. Ws=p, so wird es 
negativ, sobald die z Ordinate der Schnittlinie der Integral- 
oberfläche mit einer Ebene , für die y = constans ist , bei zu- 
nehmendem ^x abnimmt, ein Fall, der allerwärts im Räume 
stattfinden kann: und dies rechtfertigt die Bemerkung, dass 
wir die Integraloberflächen nach dem Zeichen von W ein- 
zutheilen haben. 

Was die Differential gleichyngen betrifft, bei denen W sein 
Zeichen beibehält, so steht mit stets reellen Charakteristiken 
obenan die Klasse : 

wo u und V stets positive Funktionen bezeichnen, also z. B. die 
Differentialgleichungen, bei denen einer der äusseren zweiten 
Differentialquotienten r, s, t fehlt. Stets negativ ist W u. a., 
wenn F nur x, y, z, p, q, ur-^vt enthält, u. s. f. 

Von den Klassen von Differentialgleichungen, bei denen 
W stets positiv oder stets negativ , oder wechselnden Vorzei- 
chens ist, sondert sich ab die Klasse, bei der TV stets Null ist. 
Diese hat eigenthümliche Eigenschaften, die wir zum Theil 
schon kennen, und welche gänzlich abweichend sind von denen 
der übrigen partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 

Bezüglich des Folgenden ist nun vorauszuschicken, dass die 
Untersuchung vorläufig gar nicht auf die Differentialgleichungen 
mit negativem W eingeht , und dass die zu findenden Resultate 
auf sie keinerlei Bezug haben. Man wird daher, bevor man 
diese Resultate anwendet, jedesmal das Vorzeichen von W prü- 
fen' müssen. 

Von grossem Interesse ist die Untersuchung der Art, wie 
die Charakteristiken auf der Integraloberfläche an der Stelle, 
wo W sein Zeichen wechselt, ein Ende nehmen. 

Damit ist gemeint, was folgt. Betrachten wir die gewöhn- 
liche Differentialgleichung erster Ordnung und zweiten Grades : 
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wo u und to von a: und y abhängen. Die durch diese Differen«- 
tialgleichung definirte Kurvenscbaar bedeckt einen Tfaetl der 
xy Ebene. Der übrige Theil ist der Ort von Punkten , in denen 

^ complex wird. Sehen wir ab von den imaginären Werthen, 

die u und w erhalten können , oder nehmen wir vielmehr an, 
dass sie durch die ganze xy Ebene reell sind , so bedeckt also 
die Kurvenscbaar den Theil der xy Ebene , in welchem w po- 
sitiv ist, und iu der Begrenzung dieses Theils wird, allgemein 
zu reden , w gleich Null sein. Diese Begrenzung der Kurven- 
scbaar kann deren Enveloppe (im gewöhnlichen Sinne) sein, 
d. h. mit den sie berührenden Kurven die geometrische Tan- 
gente gemein haben. Wir wollen mit dem Namen Enveloppe 
oder Umhüllungslinie aber den weiteren Begriff jener Begren- 
zung bezeichnen, auch wenn die Begrenzung nicht von den 
begrenzten Kurven tangirt wird, den letzteren Fall liur durch die 
Bezeichnung »glatte Hülle« unterschieden. Da die Gleichung 

der Umhüllungslinie tüs=0 ist, so ist j^ -i- w j— » die Bedin- 
gung dafür, dass die Umbüllungslinie von den umhüllten Kur- 
ven tangirt werde. Wenn diese Bedingung nicht erfüllt ist , so 
fragt es sich, in welcher Weise die Kurvenscbaar in der^Enve- 
loppe endigt. Da in der Enveloppe die geometrischen Tangen- 
ten -^ ssu-^w^ und ^ ssu — w* gleich werden , so sieht 

man, dass die Enveloppe der Ort von Rückkehrpunkten der 
Kurvenscbaar ist. Diese Rückkehrpunkte sind von der Art, 
dass die beiden in ihnen endigenden Kurvenzweige einander 
berühren. Sie bilden Spitzen von Rosenstachelform. Man kann 
sich leicht ein Bild eines solchen Kurvensystems verschaffen. 
Denkt man sich z. B. zu der Schaar der Tangenten eines Krei- 
ses die Schaar ihrer senkrechten Trajectorien construirt , so hat 
jede einzelne Trajectorie ihre Spitze im Kreise ; d. h. sie trifik 
den Kreis unter senkrechter Incidenz und wird auch so reflec- 
tirt. Es stehen beiläufig öfters Kurvenschaaren mit andern in 
der Reciprocität, dass der Ort der Rückkehrpunkte der einen 
die glatte Umhüllungslinie der andern ist, und umgekehrt, eine 
Reciprocität, welche eines sehr allgemeinen Ausdrucks fähig 
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ist, wie wir dies schon bei den Oberfl&chen , die von zwei Pa- 
rametern abhängen (§. 58], sahen. Wir wollen die Umhül— 
lungslinie , wenn sie der Ort der Rttckkehrpunkte der umhttll— 
ten Kurvenschaar ist, eine »raue« nennen. 

Was nun die Contactcharakteristiken betrifll, so haben 
wir (§. 90) : 

dy = N^ dx d^y = N_ d^x 

dr-^N^ds-h F^dx = d^r-^ N^ d^s + F^'d^x = 

etc. etc. 

d-s ass (p + N^q) dx d^z » (p + N^q) d^x 

etc. etc. 

In der beiden Schaaren gemeinschaftlichen Enveloppe ist 
Tr«0, und für W^O wird t^ = ^. Schreibt man iV statt N^ 

' dx d^x ± 

für W=0, und bezeichnet mit d^ die Differentiale in der Rich- 
tung der Enveloppe , so würde eine glatte Enveloppe die Glei- 
chungen haben : 

d^y^Nd^ 

d^r-^Nd^s-^F^'d^xs^O 
etc. 

etc. 

Dies ist ein vollständiges System, da den Differentialglei- 
chungen der Charakteristiken nur eine Gleichung zur Vollstän- 
digkeit fehlt. Es ist das System der Differentialgleichungen der 
glatten Enveloppen. Allein wenn noch die Gleichung der 
Integraloberfläche hinzukömnit, so können wir nicht ohne Wei- 
teres annehmen, dass die vorstehenden Gleichungeii^der Enve- 
loppe der Charakteristiken angehören, dass, wenn längs der 
Enveloppe die Differentiation in der Richtung der Charakteristi- 
kenelemente mit d, die Differentiation in der Richtung der En- 
veloppe mit dg bezeichnet wird, d^^c^ sei. Es sei /ssO die 
Gleichung der Integraloberfläche , so kann man mit ihrer Hülfe 
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aus W die Differentialquotienten von % entfernen , wonach man 
dafür Wj schreiben mag. Dann sind : 

die Gleichungen der Enveloppe der Contactcharakteristiken, 
gleichviel ob der glatten oder der rauhen. Wie in dem Falle, 
wo TFnur von a?, y, z abhing, ist jetzt wieder Wi=0 die Um- 
grenzungsfläche des Raumes der reellen Charakteristiken, welche 
aber von den willkürlichen Bestandtheilen von /"äO abhängt.' 

In erster Linie drängt sich die Frage auf, ob in Betreff der 
Umhüllungslinie der Charakteristiken nicht allgemeine Regeln 
existiren, ob z. B. nicht alle diese Umhüllungslinien glatt seien, 
etc. Bei der grossen Bedeutung dieser Frage für die Theorie, 
mit der wir uns hier beschäftigen , wäre deren Erledigung sehr 
erwünscht, allein wir müssen zu Gunsten noch dringenderer 
Fragen an dieser Stelle darauf verzichten, tiefer in den Gegen- 
stand einzudringen. 



§. 108. 

Die Variation der Integraloberfläche als Folge der Variation der 

Grenzen, 

Man denke sich eine IntegraloberQäche einer Differential- 
gleichung P («r, y , Zy p, q, r, s,t)^0 und die willkürliche Grenze, 
durch welche sie bestimmt wird, sei z. B. erstens ihre Schnitt- 
linie K mit einer auf der xy Ebene senkrechten Ebene , und 
zweitens die Neigimg, unter der die Integraloberfläche diese 
Ebene passirt. Stellen wir uns die Inlegraloberfläche variirt 
vor und zwar so , dass die erste und zweite Integfaloberfläche 
eine Charakteristik gemein haben, so ist die Variation der In- 
tegraloberfläche sonst vollkommen willkürlich bis auf die der 
Grössen p, g, r, Sy t in der gemeinsamen Charakteristik, wo 
dp, dq^ dr, ds, dt verschwinden (§. 94). Mithin ist auch die 
Variation der Grenzkurve K bis auf die Variation der Tangente 
und des Krümmungshalbmessers der Grenzkurve im Punkt, 
wo sie von der gemeinsamen Charakteristik geschnitten wird, 
durchaus willkürlich. Lässt man die Grössen dr, ds, dt nicht 
verschwinden, sondern nur dp^ dq, so ist die gemeinsame Kurve 
keine Charakteristik, verläuft ihr aber unendlich nahe, und 
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verschmilzt mit ihr, wenn die Yariaikmen dr^ dt, dt verschwin- 
den (§. 401). 

Wenn man ausserdem die Integraloberfläche so variirt, 
dass in der Durchschnittskurve der ursprünglichen und der 
variirten Oberfläche nicht allein dp und dqy sondern auch die 
Variationea aller DiffiBrentialquotienten bis zur n— -Isten Ord- 
nung incL verschwinden, und man differenzirt die partielle Dif- 
ferentialgleichung im Ganzen n— Smal, darunter mmal nach y, 
so kommt (§. 50] : 

Diese Gleichung, sowie die Gleichungen : 

dz =i z dx -^ z dy 



* — » n n 

dz^szdx-^zdy 

nach den nten Differentialquotienten variirt, und die Variatio- 
nen eliminirt, erhält man wieder die Differentialgleichung der 
Charakteristiken. 

Man denke sich nun die Kurve K bis zu einem Punkt ^^ 
veränderlicher Gestalt , von ^^ ab aber fest, und nennen den 
festen Theil AT,-, den veränderlichen K^. Zur Bestimmung von p 
und q längs der Kurve K sei ihr parallel und unendlich nahe 
eine zweite K' gegeben, die ebenfalls durch einen ^^ unendlich 
nahen Punkt in einen variabeln Theil K^' und einen festen K/ 
getheilt wird. Variirt man nun vom Punkt ^^ an die Kurven Kg^ 
und Kq dergestalt, dass K^ und K/ in Kq und Ka mit einer 
Stetigkeitsunterbrechung n+1 ster Ordnung übergehen, so dass 
also im Punkt $^ erst der nte Differentialquotient der Kurven 
K und K' eine Variation erfährt , so kann man nun drei Inte- 
graloberflächen unterscheiden : Erstens die durch Kf gebende, 
2weitens ihre Fortsetzung, die durch K^ geht. Diese beiden 
bilden die Oberfläche 0, die von vorne berein gegeben war. 
Drittens die durch Variation von J^^ erhaltene Oberfläche, welche 
mit eine den Punkt ^^ passirende Charakteristik gemein hat. 
Man mag also den Theil K^ der Grenzkurve variiren, wie man 
will , sobald für den Punkt Sß^ die Variationen von p, 9, r, «, t 
verschwinden, ist jene Charakteristik die Grenze der festen 
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Oberfläche 0,-, welche durch K^ geht, und der variabeln 0^, 
die durch iT^ geht. 

Bezeichnen wir das Winkelgebiet zwischen K^ und der 
Charakteristik C^, die durch ^^ geht, mit L [Ki, ^,, C|), dessen 
Nebenwinkelgebiet aber mit L[Kq^ ^^, CJ, so führe ich noch 
als Ergebniss der Construction an, dass die Schnittlinie der 
variirten Oberfläche mit der Oberfläche dann innerhalb des 
L (K^^ ^4, CJ fällt, wenn in ^^ dp und öq nicht verschwinden, 
in welchem Falle die Schnittlinie übrigens auch keine Charak- 
teristik ist (§. 101). 

§. i09. 

Folgerungen aus dem Vorigen. Beziehung sn^schen den beiden 

Sehaaren der Charakteristiken. 

Aus allen diesem geht hervor, dass die Charakteristik C^ 
die Grenze ist, bis zu der die Oberfläche durch Ä^,*) bestimmt 
ist, da eine Veränderung von K^^ ihren Einfluss nicht über die 
die Grenze des Gebietes 0^ erstreckt, nämlich nicht in den 
Winkelraum L (^^ ^v ^i) hi»^ein. 

Nun wissen wir, dass durch den Punkt ^^ zwei Charakte- 
ristiken gehen, weil wir es mit einer partiellen Diff'erentialglei- 
chuBg zweiter Ordnung zu thun haben. Bezeichnen wir die 
die andere Charakteristik mit C,', so steht sie in Bezug auf 
die vorliegende Betrachtung in folgender Beziehung zu C, : 

Denkt man sich K^ fest und K^ veränderlich, so erstreckt 
sich der Einfluss der Variation von K^ nicht über die Charakte- 
ristik C/ hinaus in das Winkelgebiet L (^a? ^v ^/)? ^^ ^^^^ 
dieses durch die Grenze iT^ bestimmt wird. Daraus folgt aber 

wieder, dass die Gebiete L (^r ^v ^i) ""^ L {K'ai ^i> ^i') '^^cht 
übereinander fallen können , weil dies mit dem Früheren nicht 
stimmen würde, indem alsdann ein Theil von 0, der sich in das 
Gebiet L[^ij ^u ^i) erstreckte, auch dem Einflüsse von K^ 
unterläge. 



*) Ich bemerke , dass wenn ich hier in der Folge von der Grenze K 
oder von einer Kurve K, welche die Integraloberfläche bestimmt, rede, 
dies der Kürze halber geschieht und damit selbstverständlich immer die 
Doppelkurve, aus zwei einander unendlich nahe verlaufenden Kurven be- 
stehend, gemeint ist, wie sie zur Bestimmung der Integraloberfläche als 
ausreichend erkannt wurde. 
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Weno wir also die eine feste Spitze eines Zirkels in ^^ 
einsetzen , die andere bewegliche in einen Punkt von K^ , der 
nahe an ^^ liegt, und den Zirkel nun so drehen, dass die be- 
wegliche Spitze, auf gleitend, schliesslich in K^^ anlangt, so 
wird sie, bevor sie K^ erreicht, erst C^ und dann G/ passiren. 



§. HO. 

Die voUntandige Begrensung des durch ein Btnok einlawflger 

Ghrensbedingung bestimmten Stückes Integraloberfläohe. 

Wir werden nunmehr übersehen können, wie das Gebiet 
begrenzt ist, innerhalb dessen ein Grenzkurvenstück die Inte- 
graloberflttche bestimmt. 

Denken wir uns nSmlich noch einen Punkt $, auf der 
Kui*ve K und zwar in dem Theil , der K^ genannt wurde , und 
bezeichnen jetzt das zwischen den Punkten ^^ und ^^ ^^^' 
gende Stück durch K^; und die ausserhalb K^ liegenden Theile 
der Kurve AT, jenachdem sie an ^^ oder ^^ grenzen, mit Ä^ und 
K^; die Charakteristiken, welche ^^ passiren, mit C^ und C/, 
diejenigen, welche ^j passiren, mit C^ und C,', so dass C^', 0^, 
Cj , Cj in der Richtung ^^ ^^ die Reihenfolge der Charakteristi- 
ken ist : dann bestimmt die Kurve AT, von ^^ an nach AT^' zu 
genommen, das Winkelgebiet i [k^-^K^, ^^, CJ, und da eine 
Variation von Ä^' ihren Einfluss nur bis C^ erstreckt, so haben 
wir hiermit die vollständige Begrenzung des durch K^ allein 
bestimmten Gebietes. 

Die Begrenzung besteht einerseits aus dem 
Kurvenstück K^, andererseits aus den beiden Cha- 
rakteristiken C^ und C^. Diese schneiden sich in 
einem auf liegenden Punkte $. Daher liegt das 
von K^ bestimmte Gebiet innerhalb eines Kurven- 
dreiecks, und die Charakteristiken C^ und G^ sind 
dessen spontane Grenzen. Ich werde dieses Gebiet fortan 
mit Aj bezeichnen, denn es empfiehlt sich wohl, dafür eine 
consequent durchzuführende Bezeichnung festzusetzen, da es 
in der Theorie der einläufigen Grenzbestimmung häufig zur 
Sprache kommen wird. 

Bemerkung I. Denkt man sich auf dem Grenzstück K^ 
zwischen den Punkten ^^ und ^^ ^^^^ Punkte JT^ und 11^ be- 



t 
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we^ich, so besümmen diese bdden Puukte iu jeder relati- 
ven Lage die Spitze il eines neuen Integraldreieeks ^{, dessen 
Basis die Grenze zwischen il^ und II^ ist. Nehmen nun IT, und 
n^ nacheinander alle möglichen relativen Lagen zwischen ^^ 
und $2 ^^7 ^^ wandelt der Punkt 11 im Dreieck J^ mit der Ba- 
sis K4 umher und nimmt dort alle möglichen Lagen an. Er be- 
schreibt also die Integraloberfläcbe J^ mit der Basis üTj. Diese 
Betrachtung führt beiläufig zu der Ansicht, dass Air die par-^ 
tiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung deren beide 
Charakteristikenschaaren das naturgemässe Goordinatensystem 
sind. Auch besteht ja die Reduction der linearen Differential- 
gleichungen (§. 95) in nichts anderem als in der Einführung 
dieses natürlichen Goordinatensystems. 

Bemerkung IL Wegen dieser neuen Eigenschaft der 
Charakteristiken , spontane Grenzen zu sein , habe ich bereits 
an einer früheren Stelle dieser Schrift partielle Differential glei^ 
chungen zweiter Ordnung angegeben, deren Gharakteristikea 
geometrische Eigenthümlichkeiten besitzen, welche nun an In- 
teresse gewinnen. So sind z. B. die spontanen Grenzen der In- 
tegraloberflächen der Gleichung (§. 63} 

allemal Krümmungslinien dieser Oberflächen, u. s. f. 



Oleichniss sur Beleuehtnng de« Aüheren. 

Es sei mir gestattet, die so eben entwickelten Vorstellungen 
durch einen Vergleich zu lebhafterer Anschauung zu bringen. 

Denken wir uns die Grenze K aus einem Paar von ihrer 
ganzen Länge nach in Berührung stehenden (etwa zusammen- 
gelötheten) Dräthen bestehend, denen eine beliebige Krümmung 
ertheilt ist. Die Dräthe sollen ferner in Glasfluss getaucht sein, 
worauf man das Glas von ihnen in einer Fläche abgezogen ha- 
ben mag, jedoch so, dass die beiden Dräthe in der Glasfläche 
liegen, deren Grenze sie somit vorstellen. 

Nun stelle man sich die Dräthe gleichzeitig in einer gewis- 
sen Länge Kf eingespannt vor, so dass eine gleichviel wie be- 

P. DU BoiS'Bbymond, Beiträg^e. 1 6 
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schaffene Biegung der Dräthe ausserhalb der eingespannten 
Stelle auf die Form dieser von gar keinem Einfluss sein kann. 

Biegt man jetzt das Dr&thepaar an der einen Seite von JT,-, 
so entspricht diese Biegung der Variation von K^j und zwar 
auch insofern, als sie, wenigstens .zwischen gewissen Grenzen, 
an der Uebergangsstelle von dem losen in den eingespannten 
Drath die Grössen p und q der Glasfläche nicht berührt. Man 
muss sich nun denken, das Glas sei nicht elastisch, sondern 
beinahe absolut spröde , so dass eine sehr kleine und nicht erst 
eine merkliche Biegung der Dräthe eine Spaltung der Glasfläche 
zur Folge hat. 

Dann wird bei einer kleinen Formveränderung des Drath- 
paares, vom einen Endpunkt von K^ beginnend, ein Sprung 
durch die Glasfläche gehen, und dieser Sprung wird das Gebiet 
des Glases, dessen Gestali wesentlich von K^ abhängt, von dem 
ausserhalb gelegenen trennen. Bei den Integraloberflächen der 
partiellen Diflerentialgleiehungen ist dieser Sprung der altem 
MoNOE^sehen Definition gemäss eine Charakteristik. Eine Bie- 
gung des Draths an der andern Seite von K^ wird dann einen 
zweiten Sprung veranlassen, xmA wenn beide Sprünge sich 
treflfen (was im Allgemeinen der Fall sein wird), so schneiden 
sie das an der Drathstelle K^ haftende dreieckige Stück A^- der 
Glasfläche aus. 

Einfteohe und doppelte Bestimmung eines Btiioks Integralober- 
fläohe. und die Fortsetzung der Grenzdiscontinuitaten in das 

Itmete der Kätegraloberfläehe. 

Es folgen aus den obigen Betrachtungen noch einige , wie 
ich glaube, nützliche Bemerkungen. Theilt man nämlich die 
Kurve K durch einen Punkt ^ in einen Theil K^ und den daran- 
stossenden K^ , nennt C und C die den Punkt ^ passirenden 
GharakteristikeUj und setzt fest, dass C am nächsten K^ ist, so 
bestimmt K^ für sich das Winkelgebiet L {^p % C) und K^ für 
sich das Winkelgebiet /.(iuj, ^, C). Das Gebiet /.(C, ^, C) 
wird weder von K^ noch K2 allein bestimmt, sondern beide 
Theile dienen gleichzeitig zu seiner Bestimmung. 

Es seien z. B. AT, und K^ zwei KurvenstücKe von endli- 
chem, aber ganz verschiedenem analytischen Gesetz, die im 
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Pufifel $ mit einer Unstetigkeit dritter oder höherer Ordnung 
an einander stossen : dann bestimmt die Kurve K in ihrer (Je- 
sammtheit die Integraloberfläche so, dass der Theil L (iT,, ^, C)' 
nur von dem Gesetz Äi , der Theil L {J^zy ^j 0') nur von dem 
Gesetz K^ abhängt, in L (C, ^, C) dagegen beide Gesetze sich 
mischen. 

Da nun die drei Gebiete i(J5:^, %C),L [C, ^, 0), L [C, ^, ^j) 
von drei verschiedenen Gesetzen abhängen , so werden auch in 
ihren Begrenzungen Unstetigkeiten stattfinden. Daraus folgt, 
dass eine Unstetigkeit in der Grenze sich in die Integralober- 
fläche nach zwei Richtungen fortpflanzt, nämlich im Sinne der 
beiden den Unstetlgkeitspunkt passirenden Charakteristiken. 
So wird sich, glaube ich, eine Unstetigkeit von der gehörigen 
Ordnung in der Grenze einer Integraloberfläche einer partiellen 
Differentialgleichung nter Ordnung nach nRichtungen in die 
Integraloberfläche fortpflanzen*). Um auch hierauf unser Gleich- 
ni^s vom vorigen § anzupassen, wäre anzunehmen, dass die 
Discontinuität vom Endpunkte von K^ sich in die Glasfläche 
fortpflanze, und dass die Glasfläche eine Discontinuität von einer 
gewissen Ordnung an nicht vertragen könne, so dass ein Sprung 
^iitstehe. 

Die bestimmende Kraft von J^, und K^ auf (C, $, C) ver- 
mitteln die Charakteristiken C und C\ Daher bestimmen diese 
für sich das Gebiet (C, ^, C). Es könnte sich freilich fragen 
(S. S17 Anm.), ob, wenn nur die Charakteristiken ohne weitere 
Bedingung gegeben wären , das von ihnen eingeschlossene Ge- 
biet ebenfalls bestimmt sein würde , oder ob zu diesem Behuf 
längs der Charakteristiken noch irgend eine Bedingung zu er- 
füllen sei. Diese könnte aber nur die dritten und höheren par- 
tiellen Dififerentialquotienten von z betreffen , da die ersten und 
zweiten längs der Charakteristiken bestimmt sind, luid es ist 
wohl höchst unwahrscheinlich und liegt nicht in der Natur der 
partiellen Diffierentialgleichungen zweiter Ordnung, dass gerade 
eine solche Bedingung erforderlich sei : weshalb ich nicht be- 



*) Bei den partiellen DifTerentialgieichungen erster Ordnung und den- 
jenigen n ter Ordnung , bei welchen die Differentialgleichung der Charakte- 
ristiken, (g. 93) nach -p aufgelöst» »gleiche Wurzeln hat, giebt es dem Texte 

gemäss nur eine Fortpflanzungsrichtung jpür die Discontinuitäten. 

iß* 
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zweifele, dass zwei sich schneidende Charakteristiken C und Cf 
das Gebiet [C, $, C) bestimmen, wiewohl ich vor der Hand 
keine besseren Gründe dafür habe, als die angeführten. 

§.443. 
Ueber die Form des Integrals der partiellen Biffer entialgleiohungen. 

Endlich dient diese Betrachtung noch dazu , um ttber die 
Form des Integrals der partiellen Differentialgleichungen eini- 
gen Aufschluss zu erhalten. 

Da nämlich die Portion K^ der Grenze das dreieckige Stück 
A{ der Integraloberfläche bestimmt, als dessen Basis wir 
K^ , und als dessen Spitze wir den Durchschnittspunkt Sß der 
Charakteristiken C^ und C^ ansehen wollen, so übersehen wir 
leicht, dass die Coordinaten der Spitze $ als Funktionen des 
Stücks JTj der Kurve K^ welches die $ passirenden Charakte- 
ristiken ausschneiden, von den Coordinaten aller Punkte dieses 
ausgeschnittenen Kurvenstücks abhängen : dergestalt, dass die 
Variation irgend einer Portion des Kurvenstücks K^ im Allge- 
meinen eine Variation der Coordinaten von ^ bedingt. 

Betrachtet man nun die Coordinaten von $ als die laufen- 
den der Integraloberfläche, so sind alle früheren Ausführungen 
über die spontanen Grenzen, u. s. w. in dem einen Grundsatz 
enthalten, dass diese Coordinaten Funktionen aller Punkte von 
K innerhalb der $ passirenden Charakteristiken , dagegen von 
den Punkten ausserhalb durchaus unabhängig sind. 

Nennen wir wieder ^^ und ^^ die Schnittpunkte von Cj 

und Cj' mit JT, und bezeichnen mit v^.^* (K) eine Funktion aller 

Punkte von K zwischen ^^ und ^, und mit a;, y, js die Coordi- 
naten von ^, so hat also das Integral der partiellen Differen- 
tialgleichung zweiter Ordnung die Form : 

und die Coordinaten von ^^ und ^^ wären daraus mit Hülfe der 
ähnlichen Gleichungen : 

zu eliminiren. 
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Bezeichnen wir ferner mit d^ die Variation von K ausser- 
halb der Punkte ^^, $^, mit d^ eine Variation von K" zwischen 
diesen Punkten, so genügt das Integral den Gleichungen : 

Die Bezeichnung d(z) ist §. 4 erkISirt. 

Noch einige Fälle sind zu erwähnen. Ist erstens N^ von 
z und dessen Bifferentialquotienten frei, so wird : 

diZ = di {z)-h{p-hN^ q) dfc 

und sind N ^ und iV_ gleichzeitig davon frei, so ist : 

diZ = di[z). 

Ueber die Form der Funktion ^ ist es kaum möglich, mehr 
zu sagen , als dass sie vermuthlich ein Integral einer von der 
Grenzbedingung abhängigen Funktion sein wird , worauf Rik- 
mann's im letzten § zur Sprache kommende Integration hin- 
deutet. 

Was die Differentialgleichungen höherer Ordnungen be- 
trifft, so scheint mir das ganze Raisonnement der vorhergehen- 
den §§ fast ohne Modification auf sie erweitert werden zu 
können. Zwar habe ich in der bisherigen Schlussfolgerung 
einige Lücken ausfüllen müssen durch Anführung der Ergebe- 
nisse der Gonstruction , die sich nur mit den partiellen Diffie- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung beschäftigt hat : ich glaube 
indessen es für unzweifelhaft erachten zu dürfen, dass die In- 
tegrale aller partiellen Diffierentialgleichungen eine der obigen 
ähnliche Form annehmen. Nur wird man bei einer partiellen 
Diffierentialgleichung nter Ordnung zu untersuchen haben, 
welche zwei von den n Charakteristiken, die den Punkt ^ pas- 
siren, das Stück K^ begrenzen. 



PartlaUe DüFerentialgleichimgen sweiter Ordnuxig» bei denen 

iV+ = N» i3t. 

Schliesslich ist noch der Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung zu gedenken, bei denen N^ = N_ ist. 
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Nimmt man das Stück K^ als fest an , und stellt sieb vor, 
die allgemeine Differentialgleichung (bei der N^ nicht gleich 
JV_ ist) gehe allmahlig in die Form (N^ «iV_} tlber, so rttekt 
der Punkt ^ (die Spitze von A,) ins Unbegrenzte fort, während 
sowohl die Charakteristiken C^ und C/, wie C, und C^' sich 
nähern und zusammenfallen. Bei dieser Näherung' mögen die aus 
Cf und C/ und aus C, und C^' entstandenen zwei Charakteristiken 
mit C^ und C^' bezeichnet werden. Hier bestimmt demnach K^ 
ein Stück Integraloberfläche, welches, ganz wie dies bei den 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung geschieht, ein- 
geschlossen ist zwischen den beiden Charakteristiken C^ und C^, 
die sich nicht schneiden können, ausser in Grenzfällen (wie die 
Integralcönoide) . Daraus würde folgen, dass die Form der gan- 
zen Charakteristik C^ keine Aenderung erfahren kann, wenn 
wir ein an C^' angrenzendes Stück von K^ variiren. Indem wir 
nun dieses variirte Stück gegen Cq zu wachsen lassen, können 
wir das nicht variirte Stück auf ein Minimum beschränken , es 
.unendlich klein werden lassen. 



§. H5. 
Die spontanen Qrensen bei den sweiläyfigen Grengbedingnngfen. 

Diese seien unter der Form zweier in endlicher Entfernung 
von einander befindlichen Kurven gegeben, welche die Inte— 
graloberfläche gleichzeitig zu passiren hat. Um der Vorstellung 
einen Anhalt zu versebaffen, denken wir uns in der xy Ebene 
der 0? Axe parallel zwei gerade Linien K und Ä. Zu K construi- 
ren wir eine unendlich nahe Grenzkurve K', welche zur Bestim- 
mung von p und q dienen soll. Nun nehmen wir auf K und K' 
das Stück Ki mit Ä^ an, wodurch A^* bestimmt wird. Die Lage 
der Spitze ^ von A,- wird mit der Lage und Länge von K^ und 
dem Gesetz von K/ variiren. Sie wird nicht nur einen Baum 
beschreiben, sondern sie wird für continuirliche Folgen von 
Werthesystemen jener variabelen Elemente an einem Punkt des 
Raumes verweilen können. 

Man denke sich zuerst das Gesetz von K' fest , und Lage 
und Länge von K^ so bestimmt, dass $ in die zweite Ge- 
rade ft fällt, was im Allgemeinen möglich sein wird , weil die 
Linien K und K' eine Fläche bestimmen, die einen Punkt $ mit 
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8 gemeia haben kann. Jede Variation von K' wird eine Ver- 
schiebung vt)n ^ zur Folge haben. 

Es ist nun anzunehmen , das Gesetz von K' könne so ein- 
gerichtet werden, dass während man Länge und Lage von K^ 
so variirt, dass Punkt ^ die Linie jfiT nicht verlässt, die beiden 
Af- begrenzenden Charakteristiken eine Integraloberfläcbe be- 
schreiben. 

Was die analytische Bedeutung dieser Betrachtung an- 
belangt, so wird ^ bei jeder Verschiebung von K^ noth wen- 
dig die Linie S verlassen, wenn die durch K und K' bestimmte 
Integraloberfläche nicht durch ^ hindurchgeht. Für das Gesetz 
K' entsteht also bei der differentialen Verschiebimg von K^ eine 
Differentialbedingung, wenn Sß auf 8 bleiben soll. Diese Be- 
dingung wird die Form einer Ditferenzengleichung annehmen^ 
da sie darin besteht, die Variation der Grenzen ^^ und ^^ in : 



z = vg5.j, {K, IC), x=^ etc., y = etc. 

durch die bekannten Variationen von x, y, z in der Linie S aus- 
zudrücken und das Gesetz K' demgeraöss zu bestimmen. Hat 
man diese Bestimmung ausgeführt, so beschreibt A| bei der 
Verschiebung von K^ in seinen successiven Lagen ein Stück In- 
tegraloberfläche. 

Es mögen "^^ und ^^ die Endpunkte von AT,-, der bewegli- 
chen Basis von A,-, sein. Die Verschiebung von K^ geschieht im 
Sinne Sßj ^2? ^^^ awar so, dass im Beginn der Verschiebung ^, 
im Punkt (^,), am Ende ^^ im Punkt (^g) liegt. Bei dieser 

Verschiebung mag ^ auf S den Weg ^' ^" zurücklegen. t)ie 
Begrenzung des so eben construirten Stückes Integralober- 
fläche wird somit: i) und 2) die Geraden (^ J (^j) und^^; 
3) und 4) die Charakteristiken Ifjf" und {%)'^". 

Die hier angedeutete Construction ersetzt die willkürliche 
Kurve K' durch ^. 

Um ein Beispiel hiervon zu geben , sei eine Integralober--- 
fläche der Gleichung s^g>{x, y, z, p, q) durch einen im positi- 
ven Quadranten der xy Ebene gelegenen Kreis zu legen. Die 
xy Projectionen der Charakteristiken der Gleichung s^ssg) sind 
der X und der y Axe parallel. Die; vier der x und der y Axe 
parallelen Tangenten mögen den Kreis in den Punkten 7t^ , n^^ 
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n^j 7t^ berühren, und es sei rt^ der x Axe , 7t^ Aer y Axe am 
nächsten gelegen. Wir constniiren nun das Stück A,- auf einem 
Halbkreis Ä,-, dessen Endpunkte ^^ und ^j? ^^^ erstere zwi- 
schen TT, und /r^, der zweite zwischen 7t^ und n^ liegen. Dann 
liegt die Spitze ^ von A,- zwischen n^ und tt^. Bewegt man 
nan den Halbkreis Ki so , dass der Punkt ^^ anfänglich in 7t^ 
liegt und der Punkt ^2 schliesslich in tt^ zu liegen kommt , so 
beschreibt ^ den Quadranten tt^ /r,, und der Ort der successi- 
ven Lagen von A,- ist die durch den Kreis zu legende Integral- 
oberfläche. Bei dieser Construction entspricht das Stück 
^4 ^1 ^2 ^8 ^^^ Stücke (^,) (^2) der allgemeinen Constniction, 
und das Stück n^Tt^ dem Stück ^'^". Beide Stücke stossen 
aneinander, wie dies bei geschlossenen Kurven , durch welche 
eine Integraloberfläche zu legen ist, stets der Fall sein rouss. 
Gleichzeitig bemerken wir auch , dass in Grenzfällen die eine 
spontane Grenze von A^- sich auf Null zusammenziehen kann ; 
in welchem Fall die Integraloberfläche ein Kurvenzweieck bil- 
det, wie das von dem Halbkreis n^ 7t ^ n^ und der Charakteri- 
stik 7t ^ 7t ^ eingeschlossene. 

Bezeichnen wir gegenwärtig das Stück (^Jl^g) <i^rch (^,), 
constniiren dazu das A,-, dessen Basis [K>^ ist, und nennen es 
(A,), so geht (A,) durch S hindurch, und wir erkennen, dass 
in diesem Falle (A,) bestimmt wird durch die beiden Stücke 
{K>^ oder (fj]^ und % oder flß^ So können wir, wenn 
irgend ein A,- gegeben ist, die bestimmende Basis K^ und Kl 
stets ersetzen durch K^ und ein beliebiges auf A^- befindliches 
Kurvenstück ft^, welches aber die spontanen Grenzen schnei- 
den muss. 

Wir hätten dies Baisonnement auch so anstellen können, 
dass wir sagten, von der Grenze ^'^" an ist die Integralober- 
fläche weiter zu construiren, indem man ihr unendlich nahe 
auf der zuerst construirten Integraloberfläche eine zweite un- 
endlich nahe Kurve fi' nimmt, und Ä und ^ als neue Grenze 
auffasst. Allein, und ich bemerke dies hier ausdrücklich , man 
kann bei den partiellen Differentialgleichungen nicht über jede 
Kurve hinaus die Integraloberflächen weiter construiren. Wir 
haben dies bei den Grenzcharakteristiken der partiellen Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung (§. 65) schon gesehen, und 
bei den partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, bei 
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denen l-jr-j — 4 -v— . -v- wesentlich negativ ist, scheint die- 
ser Umstand eine grosse Bolle zu spielen. Die Möglichkeit der 
Construction muss also immer erst nachgewiesen werden. Bei 
den Differentialgleichungen , bei welchen jene Grösse wesent- 
lich positiv ist, geht aus dem Obigen hervor, dass die Grenzen 
der Integraloberfläche stets Charakteristiken sind, woraus man 
schliessen darf, dass bei ihnen jede Kurve nach zwei Seiten 
hin zum Ausgang der Construction dienen kann*]. 

Bei denjenigen Differentialgleichungen, welche Bäumepor- 
tionen mit imaginären Charakteristiken zulassen^ ist es vorläufig 
nicht zu entscheiden, was geschieht, wenn die fUr eine Grenze 
R^ construirte Integraloberfläche die Grenzoberfläche W^ s« 
(§. 107) erreicht. Es wird gerade dann die Frage zu erörtern 
sein, ob die Charakteristiken in einer glatten oder in einer rau- 
hen Umhüllungslinie endigen. Ausser den Enveloppen, deren 
Gleichung W=0 ist, können die Contactcharakteristiken deren 
noch andere haben, welche aber nicht für beide Schaaren 
gleichzeitig Umhüllungslinien sein können. Will man sich nun 
bei Beurtheilung des Verhaltens der Integraloberflächen in den 
Contactcharakteristiken nach den partiellen Differentialgleichun- 
gen erster Ordnung richten, so wäre zuvörderst anzunehmen, 
dass alle diese Enveloppen Bückkehrkanten, also ebenfalls 
Grenzen für die Construction sind. Es sind dies jedoch nur 
Muthmassungen. 

Ich begnüge mich mit diesen Andeutungen, d«nn wir strei- 
fen hier an Fragen zu schwieriger Natur, um durch dergleichen 
allgemeine Betrachtungen erledigt werden zu können. Ich sehe 
für die genauere Untersuchung aller dieser Dinge überhaupt 
keinen anderen Weg, als die synthetische Construction, und 
zwar ist die geometrische, weil übersichtlicher, wohl der ana- 
Ivtischen vorzuziehen. 



*) Bei dieset* Gelegenheit werde ich noch einen im Früheren über- 
gangenen Punkt zur Sprache bringen. Das durch eine Grenze K^ bestimmte 
Stiick Integraloberflache ist eigentlich nicht dreieckig, sondern viereckig. 
Denn man wird die Integraloberflache offenbar nach der einen Seite von K^ 
so gut wie nach der anderen hin construiren können. So werden im obigen 
Beispiele der Kreis, und die Neigung, unter der die Integraloberfläche ihn 
trifft, noch vier Stücken Integraloberflache bestimmen, deren Projectionen 
zwischen dem Kreise und den Tangenten an n^, tt,, tt,, tt^ liegen. 
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Beibehaltung unserer Nomenklatur und Bezeicfanungsweige die 
Darstellung jener Integrationsmetbode folgen lassen, so weit 
deren theoretische Ergebnisse auf die Ausführungen dieses Ca- 
pitels Bezug haben. 

Betrachten wir ohne Weiteres die reducirte (§. 95) »rein- 
lineäre«*) DiflTerentialgleichung: 

wo u, V, w, U Funktionen von nur x und y vorstellen. 

F ist eine Grösse, die im ganzen Gebiet der xy Werthe 
verschwindet, und ebenso wird das Produkt CF, wo ^ eine 
noch zu bestimmende Funktion von x und y vorstellt, im gan- 

• 

zen Gebiet der otj/ Werthe verschwinden, wenigstens überall, 
wo 5 nicht unendlich wird. Es wird also auch eine Summe 
von Elementen von der Form : ^FdE, über ein Stück E der 
ccy Ebene genommen. Null sein. Das über E ausgedehnte Flä- 
chenintegral : 

S^FdE 

transformirt nun Riemann durch partielle Integration, und ver- 
fügt dabei unter zweckmässiger Wahl der Grenzen von E über 
^ dergestalt, dass unter den Integralzeichen nur noch bekannte 
Werthe von z und seinen Difierentialquotienten an der Grenze 
vorkommen. Da bei dieser Transformation z auch ausserhalb 
der Megralzeichen vorkommt, und zwar für einen Punkt der 
Integraloberfläche, der nicht in der Grenze liegt, so hat man auf 
diese Weise die Auffindung von z abhängig gemacht von der 
Ermittelung zon ^. Dann ist ^ das Integral einer anderen rein- 
lineären partiellen Differentialgleichung (D &= , die schon an 
sich leichter als F=sO zu behandeln scheint. Wichtig ist aber 
der Umstand, dass die Grenzbedingungen, welche zur Bestim- 
mung von ^ dienen, unabhängig sind von den Greuzbedingun- 
gen für z. Man kennt mithin, gleichviel ob wir die Differential- 
gleichung <D=0 auflösen können oder nicht, nunmehr die Art, 
wie die willkürlichen Funktionen in das Integral von F=0 ein- 



*) Monge nannte linQär die partiellen Differentialgleichungen , welche 
in Bezug auf die höchsten darin vorkommenden Differentialquotienten linear 
Üad. Daher kann man die Differentialgleichung : s-¥up-^vq+wz-¥V=:0^ 

1^ V, to, ü nur X und y enthalten, rein 1 ine a r nennen. 
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gehen, und dies scheint mir deshalb das theoretisch bedeu- 
tungsvolle Ergebniss des RiBMANN'schen Caicttls zu sein, weil 
es die Möglichkeit eröffnet, mit dem Integral von FxbO zu rech- 
nen, auch in den Fallen, wo man über seinen vollständigen 
Ausdruck nicht gebietet. 

Wir wollen jetzt die Grösse & ^FdE in der angegebenen 
Weise transformiren. Durch partielle Integration zerfällt sie 
erstens in ein anderes Flächenintegral : 

^{zO'hZU)dE 

und dann in ein über die Begrenzung von E zu nehmendes ein- 
faches Integral : 

wo ds ein Element der Begrenzungskunre bedeutet. 

Was zunächst die Flächensumrae Ö betrifiPt, so ist : 

^ ^ oft* bCV ^ y, 

'^ - " - s^ - si •*■ "^^^ 

wenn man, wo es zweckmässig erscheint , die partiellen Diffe- 
rentialquotienten von ^ nach x und y mit tt, x, ^, <7, t bezeichnet. 

Das einfache Integral lautet : 

* 

oder 

-f[^{p+vz)^ + zix-uQ^]ds II. 

Die Summationsrichtung auf der Begrenzungskurve ist dabei 
gewählt wie folgt. Denkt man sich das Flächenstück E in dem 
positiven Quadranten der cc^ Ebene gelegen, so findet die Sum- 
mation für ein im Punkt cc=0, y=0 befindliches Auge in dem 
ihm zugekehrten Theil der Begrenzungskurve von links nach 
rechts statt. 

Bezüglich der einfachen Integrale können wir gleich eine 
Bemerkung machen: Die Grössen unter den Integralzeichen 
müssen vollständige Differentiale sein, wenn wir für einen 
Augenblick U=0 annehmen und über ^ so verfügen, dass 0=0 
wird. Dann verschwindet nämlich das Flächenintegral und das 
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Begrenzungsintegral , jedes für sich , und da das letztere über 
eine vor der Hand ganz willkürliche geschlossene Kurve zu neh- 
men ist, so muss die längs dieser Kurve zu summirende 
Funktion ein vollständiges Differential sein ; ein Raisonnement, 
welches meines Wissens zuerst Clairaut in seinem schönen 
Buche sur la Figure de la Terre angestellt hat, wo er die hydro- 
statische Grundgleichung damit ableitet, wenn ich nicht irre, 
vor Entdeckung der Variationsrechnung. 

Die Vortheile der Transformation beruhen nun auf der 
zweckmässigen Wahl des Gebietes E, innerhalb dessen die 

Summe i^^PdE genommen ist: Wir bestimmen dazu die 
jr.v Projection eines Stücks A^ (§. HO) Integral Oberfläche der 
Gleichung F=0 und nennen diese Projection P(A,). Die Pro- 
jectionen der Charakteristiken der Gleichung F=0 sind die 
beiden Schaaren von Geraden, für die y und für die x constant 
ist. Also ist die Begrenzung von P(A,) folgendermaassen be- 
schaffen. Die drei Ecken von P(A,) bezeichnen wir 1) mit $ 
oder (or, y), 2) mit $, oder (o?,, y), 3) mit ^^ ^^^^ (^» ^2)» ^^^ 
es sei a?>a?|, y^y^- Verbunden sind : ^ und ^^ durch die Cha- 
rakteristik y^aynstans; ^ und ^^ <lurch die Charakteristik 
x-ssconstans; ^^ und $2 durch das willkürliche Kurvenstück 
K^. Die einfachen Integrale sind dann in der Richtung $|, ^^^ ¥ 
genommen. 

Betrachten wir nun zunächst die Form I des- Begrenzungs- 
integrals. Sie wird : 






g(te + bg+UÄ)dy + [a(7r-t,g^+ C(?-«-««) -^Jds, 



WO nun ds ein Element der Kurve K^ bedeutet. Da z und seine 
Differentialquotienten längs K^ als bekannt vorauszusetzen 
sind , so enthält dies einfache Integral dann keine Unbekannte 
in Bezug auf z mehr, wenn z in den längs der Charakteristi- 
ken 2u nehmenden Integralen nicht mehr vorkömmt. Um z 
daraus durch geeignete Verfügung über t beseitigen zu können, 
integriren wir t^q partiell, wodurch das Integral zwischen $, 
und $ wird : 
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und hiermit ist die Transformation von 15 t,FdE vollendet. 

Nun liegt es auf der Hand, wie J bestimmt werden muss, 
damit man für den Punkt ^ z durch seine und seiner DifiTeren- 
tialquotienten Grenzwerthe ausgedrückt erhalte. Es muss ^ die 
Differentia 1 gleichung 

und die Grenzbedingungen : 

TT — - ^v SB : längs der Char : y « constam 
X — ^t/ =s : längs der Char : x «= constam 

erfüllen. Da nun diese Grenzbedingungen Differentialgleichun- 
gen sind^ welche bei ihrer Integration die vollständigen Glei- 
chungen der Charakteristiken ^, ^ und $$2 g^i)^^? so bestimmt 
sich die eine Integrationsconstante durch die Bedingung, dass 
beide Charakteristiken sich schneiden. Zur Bestimmung der 
anderen Constanten ist es am zweckmässigsten, ^ für den Punkt 
$ gleich Eins zu setzen , denn dann ergiebt die Transformation 

von S^FdF endlich: 

wenn wir schlechtweg mit z den Werth dieser Yariabeln für 
den Punkt ^ bezeichnen. An der rechten Seite vorstehender 
Gleichung kommt gegenwärtig,^ ^ als bekannt vorausgesetzt, 
nichts Unbekanntes in Bezug auf z mehr vor. 

Daher ist nun wirklich die Bestimmung von z auf diejenige 
einer Funktion ^ zurückgeführt, welche neben der Gleichung 
<DssO nur solche Grenzbedingungen zu erfüllen hat, die von 
der Beschafifenheit der Kurve ÄT^, ako von den für z gegebenen 
Grenzbedingungen bis auf die Lage der Spitze $ von P(A,) 
unabhängig sind , und das Integral der Gleichung FsO bat die 
im §. 4 4 3 geforderte Form. 

Führt man die nämliche Transformation auf Grund der 
Form II des Begrenzungsintegrals durch, so findet man : 



